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AN ALY SE quon explique dans
cet Ouvrage , fuppole la com-
mune; mais elle en eft fore diffé-

S| rente.  L’Analyfe ordinairc ne
traite que des grandeurs finies : celle-ci pe-
netre jufque dans linfini méme. Elle compare
les différences infiniment petites des gran-
deurs finies ; elle découvre les rapports de ces
différences : & par la elle fait connoitre ceux
des grandeurs finics , qui comparées avec ces
infiniment petits font comme autant d'infi-
nis. On peut méme dire que cette Analyfe
s’éeend au-dela de Linfini: car elle ne fe borne
pas aux différences infiniment petites ; mais
elle découvre les rapports des différences de
ces différences , ceux encore des différences
troifiémes , quatriémes, & ainfi de fuite, (ans
trouver jamais de terme qui la puiffe arréeer.
a lJ




v PREFACE.

De forte qu'clle n‘embraffe pas feulement
Pinfini 5 mais linfini de linfini, ou une infi-
nité dinfinis.

Une Analyfe de cette nature pouvoit feule
nous conduire jufquaux véritables principes
des lignes courbes, Car les courbes n’éant
que des polygones d’une infinité de corés, &
ne différant entr’elles que par la différence
des angles que ces cotés infiniment petits fone
entr'eux ; il nappartient qu'a Analyfe des
infiniment petits de déterminer la pofition de
ces cotés pour avoir la courbure qu'ils for-
ment, ¢’cft-a-dire les tangentes de ces cour-
bes , leurs perpendiculaires, leurs points d’in-
fléxion ou de rebrouflement, les rayons qui
s’y réfiéchiffent , ceux qui s’y rompent, &c.

Les polygones infcrits ou circonfcrits aux
courbes, qui par la multiplication infinie de
leurs cotés , fe confondent enfin avec clles,
ont éeé pris de tout temps pour les courbes
mémes. Mais on en étoit demeuré i : ce n'eft
que depuis la découverte de I'Analyfe dont il
s'agit ici, que I'on a bien fenti I'étenduc & Ia
fécondicé de cetre idée.

Ce que nous avons des Anciens fur ces
matiéres , principalement A&’ Archimede , cft
affurément digne d’admiration, Mais outre
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qu'ils wont touché qu'a fore pen de courbes,
qu'ils n’y ont méme touché que légérement ;
ce ne font prefque par rout que propofitions
particulicres & fans ordre , qui ne font aper-
cevoir aucune méthode régulicre & fuivie.
Ce n'eft pas cependant quion leur en puiffe
faire un reproche légitime : ils ont cu befoin
d’unc exeréme force de génic* pour percer
3 travers tant d’'obfcurités , & pour cntrer les
premiers dans des pais entiérement inconnus.
Sils n'one pas écé loin, sils ont marché par
de longs circuits 5 du moins , quoi qu'en dife
T Viette, ils ne fe font point égarés : & plus
les chemins qu'ils onc tenus écoient difficiles
& épincux, plusils font admirables de ne s’y
ére pas perdus, En un mot il ne paroit pas
que les Anciens en ayent pd faire davantage
pour leur temps :ils ont fait ce que nos bons
efprits auroient fait en leur place ; & s'ils
éroient 4 la ndtre , il eft 2 croire qu'ils au-
roient les mémes viies que nous. Tout cela
eft une fuite de I'égalicé naturelle des efprics
& de la fucceflion néceflaire des découvertes.

Ainfi il n'eft pas furprenant que les An-
ciens n'ayent pas été plus loin 5 mais on ne
fcauroit affés s'étonner que de grands hom-
mes, & fans doute daufli grands homimes

a iij

* Archimedis de
linis [piralibus
wrallatum enm
bis terque legif-
Jen , totajque
Animi vires in-
endffm | ut
[t liffimarwn
demonfiratio-
num de [pira-
Tum tangentie
bus. artificium
adfequerer; nuft
quam tamen ,
ingenké fatehor,
ab earum con=
templatione ita
certus receffi,
quin ferupulus
arimo femper
bereret ,im il-
lins demonfira-
tionis me non
percepiffe o
tam_ Gre.
Bullialdus
Praf, de li-
neis fpirali-
bus.

+ Siveré Ar-
chimedes , fal-
Laciter conclufir
Euclides , &re.
Suppl, Geom.
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que les Anciens, en foient fi long temps de-
meurésla; & que par unc adimiration prefque
fuperfticieufe pour leurs ouvrages, ils ¢ foient
contentés de les lire & de les commenter, fans
fe permetcre d’autre ufage de lears lumiéres,
que cequilen falloit pour les fuivre ; fans ofer
commettre le crime de penfer quelquefois
par eux-mémes , & de porter leur vug au dela
de ce que les Anciens avoient découvert. De
certe maniére bien des gens travailloient, ils
écrivoient, les Livres {e multiplioient , &
cependant rien n’avancoit : tous les travaux
de pluficurs fiecles n’onc abouti qu'a remplir
le monde de refpedtucux commentaires & de
tradu@ions répetées d’originaux fouvent affés
méprifables.

Tel fur P'éeat des Machématiques, & fur
tout de la Philofophic, julqua M. Defearres.
Ce grand homme pouflé par fon génic & par
la fupériorité qu’il fe fentoit, quitra les An-
ciens pour nc [uivre que cette méme raifon
que les Anciens avoient fuivie ; & cette heu~
reufe hardiefle,qui fut traitée de révolte, nous
valut une infinité de vués nouvelles & utiles
fur la Phyfique & fur la Géometrie. Alors on
ouvrit les yeux, & l'on s'avifa de penfer.

Pour ne patler que des Mathématiques ,



D REEAC'E. vij
dontileft feulement ici queftion, M. Defeartes
commenga ol les Anciens avoient fini , &
il débuta par la folution d’un Probléme ot
Pappus dic* qu'ils ¢roient tous demeurés. On
fgait jufqu'on il a porté I'Analyfe & la Géo-
metrie, & combien alliage quil en a fait,
rend facile la folution d’une infinité de Pro-
blémes qui paroifloient impénétrables avanc
lui. Mais comme il sappliquoit principale-
ment a la réfolution des égalités, il ne fic d’ac-
tention aux courbes quautant qu’elles lui pou-
voient fervir A en trouver les racines: de force
que 'Analyfe ordinaire lui fuffifant pour ccla,
il ne s'avifa point d’en chercher d'autre. 11
n’a pourtant pas laiflé de s’en fervic heureule-
ment dans la recherche des tangentes; & la
Méchode qu'il découvrit pour cela, lui parue
{i belle, qu'il ne fit point de difficulté de dire,
*que ce Probléme etoit le plus utile & le plus
géneral y non feulement quil et , mais méme
qésl esr jamais defiré de fraoir en Géomerrie.

Comme la Géometrie de M. Defeartes avoit
mis la conftru&ion des Problémes par la réfo-
lution des égalités fore a la mode, & quelle
avoit donné de grandes ouvertures pour cela;
la pltipare des Géometres s’y appliquérent, ils
y firenc aufli de nouvelles découvertes , qui

* Colledt.
Mathen.
Lib. 7.
initio.

* Geomer.
Liv.a.
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s’augmentent & {c perfe@ionnent encore tous
les jours.

Pour M. Pafchal ,il tourna fes vués de toue
un autre c6té: il éxamina les courbes en clles-
mémes, & fous la forme de polygone il re-
chercha les longueurs de quelques-unes, Ief:
pace qu'elles renferment, le folide que ces
cfpaces décrivent, les centres de gravité des
unes & des autres, &c. Et par la confidéra-
tion feule de leurs élémens, c’eft-a-dire des
infiniment petits, il découvrit des Méthodes
générales & d'autant plus furprenantes, qu'il
nc paroit y écre arrivé qua force de téte &
fans analyfe.

Peu de temps apres la publication de la
Méthode de M. Defeartes pour Jes tangentes,
M. de Fermat en trouva auffi unc, que M.
Defeartes a enfin avoué* lui-méme écre plus
fimple en bien des rencontres quc la fiennc.
1l cft pourtant vrai quelle n’éroit pas encore
aufli fimple que M. Barrow I'a rendue depuis
en confidérant de plus pres la nature des poly-
gones, qui prélente naturcllement a Pefpricun
petit triangle fair d’une particule de courbe,
comprife entre deux appliquées infiniment
proches , de la différence de ces deux appli-
quées , & de celle des coupées correfpondan-

tess
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tes 5 & ce triangle cft femblable a celui qui
fe doit former de la tangente , de lappliquée,
& de la foutangente : de forte que par une
fimple Analogic cette derniere Méthode épat-
gne tout le calcul que demande celle de M.
Defeartes, & que cette Méthode , elle-méme,
demandoit auparavant.

M. Barrow*n’en demeura pas 13, il inventa
avfli unc efpece de calcul propre a cetre Mé-
thode ; mais il lui falloit, aufli-bien que dans
celle de M. Defeartes, Oter les fra&ions , &
faire évanouir tous les fignes radicaux pour
s’en fervir,

Au défaut de ce calcul eft furvenu celuidu
célebre * M. Leibnis ; & ce fgavant Géome-
tre a commencé ol M. Barrow & les autres
avoicnt fini. Son calcul 'a mené dans des pais
jufquici inconnus ; & il y a fait des décou-
vertes qui font 'étonnement des plus habiles
Mathématicicns de 'Europe. M® Bernoulli
ont ¢eé les premiers qui fe font aperqus de la
beauté de ce calcul: ils Font porté 3 un poine
qui les a mis en érat de furmonter des diffi-
cultés qu'on n’auroit jamais ofé tenter aupa-
ravant.

L’¢tenduc de ce calcul eft immenfe : il con-
vient auxcourbes mécaniques , comme aux

* Lefl, Geo
met. p. 80,

* A
Evud. Lipf.
an. 1684.
. 467
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rum curvili-
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géometriques ; les fignes radicaux luj fonc in-
differens 5 & méme {ouvent commodes ; il
s'étend 4 tant d’indéterminées qu'on voudra;
la comparaifon des infiniment petits de tous
les genres lui eft également facile. Et de I3
naiflent unc infinité de découvertes furpre-
nantes par rapport aux tangentes tant cour-
bes que droites , aux quettions De maximis
¢ mnimis , aux points d’infléxion & de re-
brouflement des courbes, aux dévelopées, aux
cauftiques par réfléxion ou par refraétion,&c.
comime on le verra dans cet Ouvrage.

Jele divife en dix Secions. La premicre
contient les principes du calcul des différen-
ces. La feconde fait voir de quelle maniére
Lon s’en doic fervir pour trouver les tangen-
tes de toutes fortes de courbes, quelque nom-
bre d'indétcrminées qu'il y ait dans I'équation
qui les exprime , qupique M. Craige K nlait
pas cri qu'il plic s’éendre jufqu'aux courbes
mécaniques ou tranfcendances. La troifiéme,
comment il ferca réfoudre toutes les queftions
De maximis & minimis. La quatric’me, com-
ment il donne les points d’infléxion & de re-
brouffement des courbes. La cinquiéme en
découyre ufage pour trouver les dévelopées
de M. Hugens, dans toutes fortes de courbes,
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La fixiéme & la feptiéme font voir comment
il donne les cauftiques , tant par réfléxion que
par réfraction, dont l'illuftre M. T fehirnhans
cft Pinventeur , & pour toutes fortes de cour-
bes encore. La huitiéme en fait voir encore
Fufage pour trouver les points des lignes cou-
bes qui touchent une infinité de lignes don-
nées de pofition, droites ou courbes, La neu-
viéme contient la folution de quelques Pro-
blémes qui dépendent des découvertes préce-
dentes. Et la dixiéme confifte dans une nou-
velle maniére de {e fervir du calcul des diffé-
rences pour les courbes géomeeriques : d'ont
Pon déduit la Méthode de M Defzartes &
Hudde , laquelle ne convient qu’a ces fortes
de courbes.
Il eft 2 remarquer que dans les Secions 2,
3, 45§, 6,7,8, il 0’y a que trés peu de pro-
pofitions ; mais elles font toutes générales, &
comme autant de Méthodes dont il eft aifé
de faire Papplication a tant de propofitions
particulieres qu'on voudra : je la fais feule-
ment fur quelques éxemples choifis, perfuadé
qu’en fait de Mathc’matiquc iln’y aaprofiter
que dans les Méthodes, & que les Livres qui
ne confiftent quen détail ou en propofitions
particulieres , ne {ont bons qu’a faire perdre
bij
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du temps 4 ceux qui les font, & a ceux qui
les lifent. Auffin‘ai-je ajofité les Problémes
de la Setion neuviéme, que parcequ'ils paf-
{ent pour curicux, & qu'ils font trés univer-
fels. Dans la dixiéme Seétion ce ne font en-
core que des Méthodes que Je calcul des dif-
férences donne a la manicre de M® Defeartes
& Hudde ; & fielles font fi limitées, on voit
par toutes les précedentes que ce n'elt pas un
défaut de ce calcul, mais de la Méchode Car-
téficnnea laquelle on laffujeteit. Aucontraire
rien ne prouve micax I'nfage immenfe de ce
calcul , que toute cette varicté de Méthodes;
& pour peu dattention qu'on y fafle , lon
verra qu’il tire tout ce qu'on peut tirer de
celle de M® Defearres & Hudde , & que la
preuve univerfelle qu'il donne de lufage
quon y fait des progreffions arithmétiques,
ne laiffe plus rien a fouhaiter pour Iinfailli-
bilicé de cette derniere Méchode.

Javois deffein d’y ajofiter cncore une
Se@ion pour faire fencir aufli le merveilleux
ufage de ce calcul dans la Phyfique, jufqua
quel point de précifion il la peut porter , 8¢
combien les Mécaniques en peuvent retirer
Jaeilieé. Mais une maladic m'en a empéché;:
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Le public n’y perdra pourtant rien , & il
l'aura quelque jour méme avec ulure.
Dans tout cela il o’y a encore que la pre-
micre partic du calcul de M. Leibns, laquelle
confifte a defcendre des grandeurs entiéres a
leurs différences infiniment petices, & a com-
parer entr’eux ces infiniment petits de quel-
que genre qu'ils foient : Ceft ce quon appelle
Calcul differentiel. Pour l'autre partic , qu'on
appelle Caleul intégral, & qui confifte a re-
monter de ces infiniment petits aux gran-
deurs ou aux touts done ils fone les différen-
ces, ceft-a-dire a en trouver les fommes,
javois aufli deffcin de le donner. Mais M.
Leibnis m'ayant écrit qu'il y cravailloic dans
un Traité qu'il inticule De Scientid infiniti,
je naieu garde de priver le public d’un fi bel
Ouvrage qui doit renfermer tout cequily a
de plas curieux pour la Méthede inverfe des
tangentes, pour les rectifications des courbes,
pour la quadrature des efpaces quclles ren-
fermenc , pour celles des furfaces des corps
qu'elles décrivent, pour la dimenfion de ces
corps,, pour la découvertedes centres de gra-
vité, &c. Je ne rends méme ceci public, que
parcequ’il m’en a prié par fes Lettres, & que
je le crois néceflaire pour préparer les efprits

-
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xiv BREFACE,
4 comprendre tout ce qu'on pourra découyrir
dans la fuice fur ces matiéres.

Au refte je reconnois devoir beaucoup aux
lumicres de M®s Bernoulls , fur tout a celles du
jeune prefentement Profeffcur a Groningue.
Je me fuis fervi fans fagon de leurs découver-
tes & de celles de M. Leidnis. C'eft pourquoi
je confens qu’ils en revendiquent tout ce qu'il
leur plaira, me contentant de ce qu'ils vou-
dront bien mc laiffer.

Cleft encore unc juftice dié an fgavant M.
Nenwton, & que M. Leibnis lai a rendug* lui-
méme: Qu'il avoit aufli crouvé quelque chofe
de femblable au calcul différentiel , comme il
paroic par Pexcellent Livre intitulé Philofo-
p/]ix naturalis [;rincipia Mathematica , qu'il
nous donna en 1687, lequel eft prefque tout
de ce calcul. Mais la Cara&teriftique de M.
Leibnis rend le fien beaucoup plus facile &
plus expedicif 5 outre quelle eft d'un fecours
merveilleux en bien des rencontres,

Commie Pon imprimoit la derniere feiiille
de ce Traité, le Livre dc M. Niemwentiit m’eft
tombé entre les mains. Son citre , Aﬂa{)j/}
infinitorum , m'a donné la curioficé de le par-
courir : mais j’ai trouvé qu'il éroic fore diffé-
rent de celui-ci; car outre que cct Auteur

-~
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ne fe fere point de la Caradterittique de M.
Leibnis , il rejette abfolument les différences
fecondes , troifiémes , &c. Comme jai bai la
meilleure partie de cct Ouvrage fur ce fonde-
ment, je me croirois obligé de répondre a fcs
objeétions , & de faire voir combien elles font
peu folides, fi M. Lesbnis n’y avoit déja plei-
nement fatisfait dans les A&es *de Leypfick.
Drailleurs les deux demandes ou fuppofitions
que jai faites au commencement de ce Trai-
té, & fur lefquelles feules il ¢ft appuyé , me
paroiffent fi évidentes , que je ne crois pas
quelles puiffent laiffer aucun doute dans
Pefprit des Le@eurs ateentifs. Je les aurois
méme pl démontrer facilement a la maniére
des Anciens, fi je nc me fuffe propofé d’étre
court fur les chofes qui font déja connues, &
de m'atcacher principalementa celles qui font
nouvelles.

* A4 Frud.
an. 1695 p.
310 & 369-
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INFINIMENT PETITS.

PREMIERBE PARTIE.
DU CALCUL DES DIFFERENCES.

SECTION PREMIERE.
O l'on donne les regles de ce Calcul.

DeriNniTION L

N appelle quantités variables celles qui
!| ‘ugmentent ou diminuent continuelle-
| oent; & au contraire quantités conffanses
elles qui demeurent les mémes pendant
'] ‘|ue les ‘autres changent  Ainfi dans une

parabole les appliquees & les coupées font
des quantites variables, au licu que le paramecre eft une
quantit¢ conftante. A
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i ANALYSE
DreriNiTron IL

La portion infiniment petite dont une quantité variable
augmente ou diminue continuellement, eneft appellée la
Différence. Soit par exemple une ligne courbe quelconque
A MB,quiaic pour axe ou diametre la ligne 4C, & pour
une de fes appliquées la droite 2A75 & foir une autre ap-
pliquée pm infiniment proche de la premiere. Celapofé,
fil'on mene A7R parallele 2 4C 5 les cordes A1, Ams
&qu’on décrive du centre 4, de lintervalle 41 le peric
arc de cercle A7S: Pp fera la difference de .42, R celle
de PAf, Sm celle de 401, & Mmeellede I'arc 4 M. De
méme le perit triangle A1 4m qui a pour bafe 'arc Mm,
ferala différence dufegment 4475 & le perit efpace 44Ppm,
celle de I'efpace compris par les droites 42, LM, & par
Tarc AAM.

COROLLAIRE

1. I L eft évident que la différence d’une quantité conftan.
te et nulle ou zero: ou(cequi eftlamémechofe) que les
quantités conftantes n'ont point de différence.

AVERTISSEMENT.

On [¢ fervira duns la fuite de lu note on caralteriffigue d
pour marquer La différence d'une quantitc variable que l'on ex-
prime parune [cule lettres &pour cviter la confufion, certe note d
n'aura point d'autre ufuge dans la fuite de ce calcul. Silinnom-
me par exemple les variables AP, x; PM, y; AM 25 Larc
AM,u; lefpace mixtiligne APM, s ; & le fegment AM, c:dx
exprimera la valenrde Pp ,dy cellede Rm, dzcellede Sm, du
celle du petit are M, ds celle du petit efpace MPpm, ¢~dc
celle du petit triangle mixtiligne M A m.

I. DEMANDE OU SUPPOSITION.

7-'ON demande qu'on puifle prendre indifféremment
T'une pour l'autre deux quanticés quine different entr'elles
que d’une quantité infimment petite:ou (ce qui eftlaméme
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chofe ) qu'une quantité qui n’eft augmentée ou diminuée
que d'une autre quanticé infiniment moindre qu'elle, puif-
fe &tre confidérée comme demeurant Ja méme. On de-
mande par éxemple qu'on puifle prendre 4 p pour 42,
m pour PM, I'elpace Apm pour I'efpace 4P M, le petit
efpace M Ppm pour le petit re@tangle MLpR, le petic fe-
&eur A4 Mm pour le petit triangle 4MS, langle pdm
pour langle 2421, &c.

IL DEMANDE OU SUPPOSITION.

3. ON demande qu'une ligne courbe puifle écre confi-
dérée comme I'affemblage d'uneinfinic¢ de lignes droites,
chacune infiniment petite:ou ( ce qui eft la méme chofe)
comme un poligéne d’un nombre 1nfini de corés, chacun
i etir, lefquelsdé i par lesangles qu'ils
font entr'eux, la courbure de la ligne. On demande par
éxemple que la portion de courbe A7 & Parc de cercle
2 puiflent cre confidérés comme des lignes droites &
caufe deleur infinie petite(e, en forte quele petit criangle
mSM puifle Ecre cenfé redtiligne.

AVERTISSEMENT.

On [uppofe ordinairement dans la fuite que les dernieres lettres
de Palphabet, 2, Y, X, Grc. marquent des quantités variables 5
G~ ancontraire que les premieresa, b, ¢, Cre. mearguent des quan-
sités conflantes : de forte que X devenant X + dx 5 y, 7, Ge.
deviennent y + dy,z+d z, & * Era,b,c, G demeunrent
les mémes a, b, ¢, dre.

Prorositrion L
Probléme.
4 Pn EN D RE /a différence de pluffenrs quantités ajoiitées
enfemble., ou foufiraites les unes des autres.

_Soita + x + y — z dont il faut prendre la difference.
Si I'on fuppofe que x foit augmentée d'une portion infini-
ment petite ; c'eft 4 dire qu'elle devienne x + dx5 y de-

Ajj

*Art. 1.
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4 ANALYSE
viendraalorsy4dy; & z, 5 +dz; pour la conftante 2, %clle
demeurera la méme 4 : de forte que la quantité propo-
féea+ x4y — g deviendra @ + x+d x4 y+dy —x_
—dx; &fa différence, quel'ontrouvera enla retranchant
de cette derniere, fera d +dy —dz, Ileneft ainfi des
autres; ce qui donne cette regle.
Recre L
Dour les quantités ajoitées, on fouffraites.
Onprendra ladifférence de chaque terme de la quan-
tité propofée, & retenant les mémes fignes, on en com-
poferaune autre quantité qui fera la difference cherchée.

ProrosiTioN IL
Probléme.
5. PREND RE la difféirence dun produit fait de plufienrs

guantités multiplices les unes par les autres.

1°, La différence de xy elt ydx + xdy. Car y devient
# =+ dy lors que x devient x 4 dx; & partant x y de-
vient alors xy + ydx + xdy + dxdy, qui elt le pro-
duit de x + dx par y + dy, & fa différence fera ydx
=+ xdy + dxdy, celtd dire*ydx+ xdy: puifque dxdy
eft une quantité infiniment petite par rapport aux autres
termes ydx , & xdy; car i 'on divife par éxemple ydx
& dxdy par dx, on trouve d’une party, & de lautre
dy qui en eft la différence, & par conféq infini
moindre quelle. Dot il fuit que la différence du pro-
duit de deux quantités eft égale au produit de la diffé-
rence de la premiere de ces quantités par la feconde,
plus au produit de la différence de la feconde par la pre.
miere.

20, La différence de xyz eft ygdx + xzdy + xydz,
Caren confidérant le produit xy comme une feule quanti.
té, il faudra, comme l'on vient de prouver, prendre le pro-
duit de fa différence ydx + xdy par la feconde z ( ce qui
donne yzdx +xxdy) plusle produit de la difference d5




DEs INFINIMENT PETITS. 7 Partie, !
dela feconde z par la premicre xy (ce qui donne xydz);
& partane la différence de xyz fera yxdx + xxdy
-+ xydz,

3% La différence de xyzx cft uyzds + wxzd
= uxydz + xyzdu. Ce quife prouve comme dans le
cas précédent en regardant le produit xyz comme une
feule quantité. 1l en eft ainfi des autresd linfini, d’oltl'on
forme certe régle.

Recre IL
Dour les quantités multipliées.

La différence du produit de plufieurs quantirés mulri-
plices les unes par les autres, eft égale ala fomme des pro-
duics de la difiérence de chacune de ces quantités par le
produit des autres.

Ainfi la différence de ax eft xo + adx, ceft adire
adx. Celledezwx xb—yclt bdx —ydx—ady
— xdy.

ProrosiTrron IIL
Probléme.
6. Prenone e différence dune fratlion quelcongue.

Ladifférence de 3 eft 242242, Car fuppofant § =2,
on aura x == y x, & comme ces deux quantités varia-
bles x & y z_doivent toujours €tre égales encr'elles, foit
quelles augmentent ou diminuent, il senfuit que leur
différence, c’eft 4 direleurs accroiffemens ou diminutions
feront aufli égales entr'elles; & partant * on aura dix
=ydg +zdy, Rdx =425 =2 dx=2d3 en mertant
pour £ fa valeur 5. Ce qu'il falloit, &c. d'ou I'on forme
cette regle.

Reere IIL
Pour les quantités divifées , ou pour les frattions.
La différence d'une fraction quelconque eft égale an
Ay

*Art. 5o
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produit de la différence du numérateur par le dénomina-
reur, moins le produit de la différence du dénominatenr
par le numérateur : le tout divifé par le quarré du dé-
nominateur.

Ainfi la différence de = fera =245 | celle de % fera
s e

ProrosiTIioN IV.
Probléme.

7. P REND RE Lz différence d'une puiffiance quelcongue par-
faite ou imparfaite d'une quantité variable.

1l eft néceflaire afin de donner une régle générale qui
ferve pour les puiffances parfaites & imparfaices, d’expli-
quer I'analogic qui {e rencontre entre leurs expofans.

Si l'on propofe une progreflion geomctrique dont le pre-
mier terme foit 'unicé, & le fecond une quanticé quel-
conque x, &quon difpofe par ordre fous chaque terme
fon expofant, il eft clair que ces expofans formeront une
progreflion arithmerique.

Prog. geom. 1, x, xx, &%, x*, x5, x°, x’, &c.

Proglarith® oz, SEN2NZ8 ) 65 Z5htXCs

Et fi Pon continue la progreffion geométrique au def-
fous de I'unité, & Farithmetique au deflous de zero , les
termes de celle- ci ferone les expofans de ceux aufquels
ils répondent dans I'autre. Ainfi — s eft I'expofant de
z, — 2z celuide -, &c.

Prog. geom. », 7, £, &, 5, &, &c.

Prog. arith. 7, o,—7,—2,—37,—4, &¢.

Mais fi I'on introduit quelque nouveau terme dans la
progreflion geomérrique, il faudra pour avoir fon expo-
fant, en introduire un femblable dans 'arithmetique.

Ainfi Vi aura pour expofant £ : Jx, L:Vxt %: o,

Sy — Z: &c. de forte que ces expref

-l <
o bt
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.
fions Vix & ¢, §/x & #7, y/x* & £, 74 & x 3, &e. ne
fignifient que la méme chofe.
Prog. geom. z, Vi, %. I, v/, V/xx, %. 1,¥/% V%%, /% Vb, %
b+
=5

Prog. arith, (o, 7, 70,7, T, 2.0 7, 7,

=

o 1 & < fy U A
Prog.geom. 335, = x, Y, Yo, wec W, VA, W

Prog. arith, —7,— %, —2—7,— %, —%,—2.—7,—

Oul’on voirque de méme que Vi cft moyenne geomé-
trique entre 7 & x, de méme avffi - eft moyenne arith-
metique entre leurs expofans zero & r: & de méme que
Vx eft la premiere des deux moyennes geomérriquement
proportionnelles entre 7 & x, de méme auffi ~ eft la pre-
miere des deux moyennes arithmetiquement proportion-
nelles entre leurs expofans zero & 7 : & ilen eft ainfi des
autres. Or il fuic de la nature de ces deux progreflions.

1°. Que la fomme des expofans de deux termes quel-
conques de la progreflion geomeétrique fera I'expofant du
terme qui en eft le produit. Ainfi x** %o «7 eft le pro-

; T Ay E x
duit de »' par ¢, & x= ™ 7ol xv cft le produit de x*

'
par x%, &x T Toux T ¥ efltle produic de ™ 3 par
2 L
7, &c. De méme x "5 olixt et le produit de x ¥
par lui-méme, c'eftd dire fon quarré, & x****~* ol
x¢ et le produit de x* par x* par x*, c’eft 4 dire fon cube,
AT 4
&I T T oux T Vet la quarrié¢me puiffance
1
de x4, & il en eft ainfi des antres puiffances, D'ot il
eft évident que le double, lecriple, &c. de Pexpofantd’un
terme quelconque de la progreffion geométrique eft 'ex-
pofant du quarré, du cube, &c. de ce terme; & partant
que la moitié, le tiers , &c. de I'expofant d'un terme quel-
conque de la progreflion geométrique fera I'expofant de
la racine quarrée, cubique, &c.de ce terme.
20, Que la différence des expofansdedeux termes quel-
conques de fa progre(lion geométrique fera l'expofant du




A,
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quotient de la divifion de ces termes. Ainfi x*

1
—%

—»% fera lexpofant du quotient de la divifion de

X% par x%, &x e Iexpofantdu quo-

tient de la divifion de x— par x%-,m‘xl’on voit que c’eft
la méme chofe de multiplier 1 parx s que de di-

.
vifer ™3 par %%, 1l en eft ainfi des autres. Ceci bien
entendu, il peut arriver deux différens cas.

Premier cas, lorfque la puiffance eft parfaite, cefta dire
lor{que fon expofanc eft un nombre enticr. La différence
de xx eft 2xdx, de ' eft zxxdx, de x* eft 4x'dx, &c. Car
le quarré de x n’éranc autre chofe que le produic de x par
x, fadifférence *fera xdx + xdx, c’elt ddire zxdx. De mé-
me le cube de x n’étanc autre chofe que le produit de x

ar x par x, fa différence * fera xxdx - xxdx + xxdx, celt
adire 7exdy; &comme il en eftainfi des aurres puiffances
4 linfini, il s'enfuic que fi l'on fuppofe que 7 marque un
nombre entier tel que I'on voudra, la difference de x™ fera
mx™ " dx,

Silexpofant eft négatif, on trouvera que ladifférence

¥ RN
de x~" oude 3 fera =220t dx

Second cas, lorfque la puiffance eft imparfaice, c'elt &
dire lorfque fon expofant eft un nombre rompu. Soit pro-

=—mx~" " dx.

pofé de prendre la differencede §/ x™ ou S exprime un

nombre rompn quelconque ) on fuppofera x=
élevant chaque membre 4 la puiffance # on aura x™ 5
& enprenant les différences comme I'on vient d’expliquer
dans le premier cas, on trouvera mx™'dx=nz "' dx,

& dz = ”‘"""”*’.__;x'%-‘ dx, on 2dxyYx™"", en

=" == w

&en

metrant & la place de 2" ~* favaleur 2x™~%. Si l’cxpo';

fant eft négatif, on trouvera que la différence de x ™ »

m pe—1 m
e SR e et
= Ce
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Ce qui donne cetre regle générale,
REecre IV.
Dour les Puiffances parfaites ou imparfuites.

La différence d’une puiffance quelconque parfaite ou
imparfaite d’une quantité variable, eft égale au produit
delexpofant de cette puiffance, par cette méme quantité
élevéed une puiffance moindre d’une unité, & multipliée
par fa différence.

Ainfi i l'on fuppofe que 7 exprime tcl nombre entier ou
rompu que l'on voudra, foit pofitif, foit négatif, & x une
quantite variable quelconque, la différence de x* fera
toujours mx™ ~'d x.

ExeEMmrLES

La diﬁ‘f’rencc du cube de ay — xx, ceft 4 dire de
ay —xx, et px gy — xx' xady — 2xdx = ;a'yydy
— 6aaxxydy + zax'dy —6aayyxds + 1zayx'dx
— G xldx. A

La différence de Viy + yyou dexy + gy elt

1y ydy e dy e 1ydy
Ixxy gy Pxyde+xdy+zydy, o0 Ly s

g i o L
Celle deVat+axpyou dearaxyy*,elt f x &' anyy ™ *
ayydx-mrasydy

Xayydx+ 2axydy,0u i Celle de yax ~+ xx,

: =2 o

oudeax + xx', eft L x ax +xx } xadx o 2xdx, 0u
advrxdx
Wi

La différence de Vax + xx + Va' +axyy ou de

.

1
4x+xx+\/4"+jzx}7 Lol xaxxerVa'rany ¢
advaxd

ayydr 2 1ydy

x adx + 2xdx + > 0u 7

1Vt axyy A% AKX AN G gy
ayyhx 4= 2axydy

- = —_—————
/A o amyy X 2Vax o %% o VAT ok 5




o Avaryse
viEe o

e re,

Yoy, fcrafelon cette regle &celle

#dx dmazdx

Wt

des frations™

*4r7.6.  Ladifférence de

s — yAx—sxdy—1ydy

I ey
D))

ReEMARQUE

8. 1c ctta propos de bien remarquer que ['on a rou-
jours fuppofc en prenant les differences, quiune des va-
riables x croiffant, les autres y, x, &c. croiffoient anfli;
ceft 4 dire que les x devenant x + dx, lesy, z, &c. de-
venoient y + dy, g + dz, &c. C'eft pourquoi s'il arrive
que quelques unes diminuent pendant que lesautrescroif-
fent, il en faudraregarder lesdifferences comme des uan-
tités négatives par rapporcd celles des autres qu'on fuppo-
{e croitre, & changer par conféquentles fignes des termes
olt les diffc es de celles qui d! {c rencontrent.
Ainfi i I'on fuppofe que les x cronffane, les y & les 2 di-
minuent, c'eft 3 dire que les x devenant x -+ dx, les y &
les z deviennent y — dy & x — dz, & que l'on veuille
prendre la difference du produit xyz3 il favdra changer

*4rts. dans la différence xydx 4+ xzdy + yzdx trouvee *, les fi-
gnes desternias olt dy & dz fe rencontrent: ce qui donne
yadx — xydx — xzdy pour la différence cherchée.

=
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SECTiON IIL ’

Ufage du calenl des différences pour trowwer les Tangentes
de soutes fortes de lignes courbes.

DEFINITION.

1 Ton prolonge un des petits cotés Azm du poligone Fic, 1.
qui compofe *une ligne courbe; ce petit coré ainfi * Ar.s-
prolongé fera appell¢ la Zangenze de la courbe au point
M oum,

Prorositrion L
Probléme.

9. S O 1T une ligne courbe AM telle gue L relationde lu con- Fre. 3.
pée AP alappliquée PM. foit exprimée par unc équation quel-
conque, & qu'il faille du point donné M fur cette conrbe mencr
la tangente MT.

Ayant mené 'appliquée A¢2, & fappofé que la droite
MT qui rencontre le diametre au point 7', foit la tangente
cherchée ; on concevra une autre appliquée mp infini~
ment proche de la premiere,avec une petite droite AR pa-
ralleled 4 2. Eten nommant les données 42, x5 PM,y3
(donc 2pou MR ==dx,& Rm==dy.) lestriangles fem-
blables mR M & mPT donnerontmR (dy). RM (dx:: MP
(. I’T=’:]5~ Or par le moyen de la différence de I'é.
quation dunnce, on trouvera une valeur de dx en termes
qui feront tous affe@és par dy, laquelle crant multipliée
pary & divifée par dy, donnera une valeur de la foutan-
gente 27en termes entiérement connus & délivrés desdif.
tferences, laquelle fervira @ mener la tangente cherchée
MT.

REMARQUE.

10.Lonsquele point 7 tombe du cété oppofé au
point 4 origine des x , il eft clairque x croiffant, y dimi- Fic. 4.
Bij
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nue, & qu'il faut changer par conféquent*dansla différen-
cedel’équation donnce les fignes de tous les termes ot dy
ferencontre : aurrementla valeur de dx endy feroit néga-
tive; & partant auffi celle de I’T(’-j—; ). Ileflt micux ce-

endant, pour ne fe point embarafler, de prendre roujours
a difference de I'équation donnce par les regles que 'on
a prefcrites * {ans y rien changer; car s'il arrive d la fin de
opération quela valeur de 27" foit pofitive, il s'enfuivra
qu! faudra prendre le point 7 du meme c6té que le point
A origine des x, comme 'ona fuppofe en faifanc le calcul :
&au conrraire fi elle eft négarive, il le faudra prendre du
coté oppofé. Ceci s’éclaircira par les exemples fuvans.

Exemrre L

1. 1S4 fon veur que ax = yy exprime la relation de
APAPM;lacourbe 4.0 feraune parabole quiaura pour
paramérre la droite donnée «, & P'on aura en prenant de

part & d'autre les différences, ady = zydy, & de= L;lf-

& T (’di:) 27 — 2xen mettant pour yy {a valeurax.
Drot il fuitque fi Pon prend 27 double de o 7, & quion
mencla droite 217", elle fera tangente au point M. Ce qui
€roit propofé.

22, Soit Péquation a2 == xy qui exprime la nature de
I'hyperbole entre les afymprotes. On aura en prepant les
differences xdy + ydx = o, & partant PT ()':j‘) —=—x.
Dol il fuic quefil'on prend 27 = P A ducoré oppofé au
point 4,& qu'on mene la droite M7, elle ferala tangente
en M.

3°. Soit 'équation générale y"=x qui exprime la na-
ture de toutes les paraboles a Iinfini lorfque I'expofanc 7z
marque un nombre poficif entier ou rompu, & de routes
les hyperboles lorfqu'il marque un nombre négatif. On
aura en prenant les différences my” ~'dy == dx, & partant
Pr (";f) == my"=mx en mettant pour 3" fa valeur x,
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Sim =2, "équation fera y* == 4xx qui exprime la
nature d’une des paraboles cubiques, & la foutangente
PT =Z1x Sim= —2z, I'dquation fera &' = xyy qui
exprime la nature del'une des hyperboles cubiques, & la
foutangente £7° = — 2x. 1l en eft ainfi des autres.
Pour mener dans les paraboles la tangente au point A
origine des x, il faur chercher quelle doit étre la raifon
dedxddyen cepoint; car il eft vifible que cetre raifon
¢éranc connue, l'angle que la tangente fait avec I'axe ol
le diamcrre fera aulfi determiné. On a dans cer éxemple
dx.dy::my™~'.z. Dot l'on voit quey €tant zeroen A,
la raifon de dy ddx doit y écre infiniment grande lorfque
m furpafle 7, & infiniment petice lorfqu'elle eft moindre :
celt a dire que la tangente en o doit &ure parallele aux
appliquées dans le premier cas, & fe confondre avee le
diametre dans le fecond.

Exemrepre IL

12, So1 1 une ligne courbe 4273 telleque 42 x PB Fic. .
(xxa—x). DM (3y):: A3 (2).AD (4). Donc

— xx, &en prenant les dxﬂ'crenccs,f’;d’ = adx — 2xdx,
R : rydxy __ 2y 2ax —1xx
d’ott I'on tire 1’7’(4} = == s On met-

tant pour®/ fa valeur ax — xx 3 & 27 — AP ou AT
S;,:E:u};nt dpréfent que AP DB (¥ xa—%). AL
(9)::A4B(4). AD(2), onaura”) = x a—x , &en
s LA14

-5 —
prenant les différence: =3%xd% Xa—% —

BT vy . ydx
2adx +2xdx x #, d'ot Pon tire, o=
3

JEX A x o gA% = XX 4z
=LE2TX gn s =
== =% &AT ey
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Et généralement fi I'on veur que 7 marque Iexpofant
de la puiffance de 42, & # celui de la puiffance de 2.3,
on aura?’ "; bad 2

=x"xa — x qui eft une équation gé-
nérale pour toutesles elliplesa Iinfini,donr la diffiérence et
“ldxx <",

"Vl x g k"— i — &

2o i ~n =1
d’otilon tire (en mctmntpuur.‘f;_..&valcurz"'xa =%y

AT R AG =l SR
Y me T e F 0T == 2.

maen TEv %

ourr=

Exemrepre IIL

13. L’zs‘ mémes chofes érant pofces que dans Iéxem-
ple précedent , excepré que I'on fuppofe ici que le point
B tombe de l'autre coté du point 4 par rapport au point
P, on aura Péquation 27, — x™ x 2+ x' qui exprime
la nature de toures les hyperboles confiderées par rapporr
d leurs diametres, D’oit L'on tirera comme ci-deffus 277
T n X A% A xx nAx
2 & AT MR A= A DX
Maintenant fi l'on fuppofe que 42 foicinfiniment gran
de, latangente 7'Af ne rencontrera la courbe qu’a une di-

ftance infiaie, ceft a direquielle en deviendra lafymprore

nax n
5% 1o n cecas. — )= — =AC;
CEs%l'onaurac AT | m'*m_‘_“) e nd=ACs

uifijue « ¢rant infiniment moindre que x, le terme ma
Fcra nul par rapport d -+ x. Par la méme raifon en ce
cas’équationa lacourbe deviendra ay™ " = 4x™*". Ainfi
en faifant pour abréger m—+ n=p, & en extrayant de part
& d'autre la racine p,on aura y/a = xj/k,dontladiffcrence
eft dyya==dxyb: deforte qu'en menant 4 F parallele aux
apphquées,& enconcevanrunpetirtriangle au point o'
fymprote CE rencontre la courbe,, on formera cette pro-
portion dx .dy, oug/u (/5= 4C. (7a). AE=} ba*~*. Orles
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valeurs de C.¢ & 4 £ étant ainfi déterminées, onmenera
la droite indéfinie C£ qui fera Pafymprote cherchée.

Sim=r&n==7,la courbe fera 'byperbole ordinaire,
&onaura 4C == +a,& AE=="Vab, Celtidircala moi-
ti¢ du diametre conjugud, ce que F'on fcait d’aillcurs étre
conforme 4 la vérite,

Exemrre IV.
14. Soir I'équation y — ' =axy (AL = %, PM=y,F1c. .
a elt une ligne droite donnée ) & que cerre équation
exprime la nature de la courbe 47, fa différence fera

39ydy — 3xxdx = axdy + aydx. Donc Z:]i - :{:T—-':Z 2

—) =Py . 2 en mettant
x)= TRy ey ©

pour zy' — 74 {a valeur zaxy.

Maintenant i l'on fuppofe que 4P & PMfoient cha.
cuneinfiniment grande, |2 tangente 7 devicndral’afym.
prote CE, & les droites 477, AS deviendront 4C, A E qui
déterminent 1a poficion de I'afymptote. Or 47" que j'ap-
pelle ¢ = ,;;i}:.;, dott Pon tire y = 2 == Jors

ue ievient arcequ alors @ # ¢it nuile par rap-
AT d AC, parcequal. #eft pulle p p
port & wx. Metcant donc cetre valeur X

= dlaplace dey
dans y' — c'=axy, on aura 2%} — a'x' = j'txx,d’ot
Ton vire (en effagant le terme 7 4'25.¢, parceque x ctant
5 ot D
infinie, il eft nul par rapport aux deux averes 27¢' %' & 2'x')
ity 5
AC() =La. Deméme A4S (y—77) que jappelle
i AR AN POTie
s= W_u.dou Ton tire x == e
y érant infinie par rapport 4 s, lezerme as fera nul par
rapport autermey; & en meteant ceree valeurdans I'é-
quation 4 la courbe , on trouvera 4E (5) = La. D'oltil
fuit que fi I'on prend les lignes 47, 4E €égales chacune
1+ a,&quionmeneladroitcindéfinie CE, elle feral’afym-
prote de la courbe 41,

- =2, parceque
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On fe réglera fur ces deux derniers éxemples pour
trouver les alymprotes desautres lignes courbes,

PP RYIG" P OF SPTTIIRONN s IRl
Probléme.

5. St ton fuppofe dans la propofition précédente que les
coupécs AP foicut des portions d'une ligne courbe dont Lon [z~
che mener les tangentes PT, & gt faille du point donné M
Jfar Lt courie AM mener La tangente MT.

Ayancmené Iappliquée A7 P aveclatangente P77, & fup-
pofé que la droite A7 qui la rencontre en 7, foit la tan-
gente cherchée ; on imaginera une autre appliqué mp
infiniment proche de la premicre, & une petite droite
MR paralleled 27°: & en nommant les données 47, x5
P M, ;00 aura commc auparavant /p ou MR =dx, Rm
=dy, & lestrianglesfemblablesmRM& MPT d
mR (dy). RM (dx) :: MP (y) . PT =’;;. On acheve~
ra enfuite le refte par le moyen de I'équation qui expri-
mela relation des coupées A 2 (x) aux appliquées 22 M (y),
comme’on a vii dans les éxemples qui précedent, & com-
me l'on verra encore dans ceux qui fuivent.

Exemrre L

16. Sorr Y= ii“";”, dont la différence eft

ydy —yyde __ dxVea 4y 2o T8 sl e
*x ., - AViEAyy

duifant cette égalité 4 une proportion dy . dx (MP. PT)
YRRy 02 2 X, Ec partant le rap-
g - ax " x WVia Ay

portdela donnée M P 4 la foutangente cherchée P77,
fera exprim¢ en termes entiérement connus & délivrés
des differences, Ce qui écoit propofe.

EXEM-
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Exemrere IL

A dy,

17. Sorr x= %5 dont ladifférence eft de="F:

on aura I’T(’%f) = ¢ ==« Sil'on fuppofe que la li.

gne courbe 4 £ B {oit un demi-cercle, & que les appli-

quees M2, érant prolongées en @, foient perpendiculai-

res fur le diametre 435 la courbe 4 M C fera une demi-

roulettc ou cycloide: imple lorfques =4, allongée lor{-
queelleeft plusgrande, & accourcie lorfqu'elle eft moindre.

COROLLAIRE,

18. S( la roulette étant fimple, I'on menc la corde 425
je dis quelle fera paralleled larangente M7 Carle trian-
gle ArP7 ¢rant alossifofcele, I'angle externe 72,9 fera
double de I'interne oppofé 7A1,2. Or Vangle 429 elt
égal 4 l'angle 427, puifque I'un & Paucre a pour mefure
lamoiti¢ de I'arc 425 & partant il eltla moitié de I'angle
T7Q. Lesangles7M.9, AP 2 ferontdonc ¢gaux encr’-
§ulx; & par confequent lcs lignes M7, A 2 feront paral-
cles.

ProrosiTion IIL
Probléme.

19. S O 1T une ligne courbe quelcongue AP gui ait powr Fic. 7.
diaimetre la droite KNAQ,, &~ dont Lon [rache mener les tan-
gentes PK ; foit de plus une autre courbe AM telle que menant
comme on voudra, Lappliquée MQ gui coupe L premicre courbe

au point P, la relation de arc AP a Pappliquée MQ_foit ex-
primée par une équation quelconque. Il faut d'un poine donné

M mener Lie tangente MN.

Ayant nommé les connues PK, 5 KQ,, 55 'arc 47, x5
MQ,y5 I'on aura (en concevant une autre appliquée mg
infinment proche de 47,2 , &en tirant 20, ArS paralleles
4 A4Q. ) Pp==dx, mS=dy; & 4 caufe des triangles fem-
blables K2.8 & 2p0, mSM & M, 'on aura PK (1),

~
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K.Q (s) +: Dp(dx). POou MS =25, EemS (dy).

7

sMm (%) ::M,Q.(y)A,,QN:"d". Or par le moyende

sy

ladifférence del'équation donnée, on trouvera une valeur
de dxen termes quiferonc cous affectés par dy , & partant
ndx
I
les dy fe détruiront, & la valeur de la fourangente cher-
chée 9 fera exprimée en termes tous connus. Ce qu'il
falloit trouver.
ProrosrTtron IV.
Probléme.

20. SoreNT dew lignes courbes AQC, BCN gui
ayent pour diametre la droite TEABF, &~ duont lon [iache me-
uer les tangentes QE , NF ; fore de plus une antre ligne courbe
MC telle gue la rel.stion des appliquées MP, QP, NP, foit ex-
primée par une équation quelcongue. 1l faut d'un pointdonné
M fur ceste derniere courbe lus mener la tangente MT.

fi l'on fubftitue cette valeur 4 la place de dx dans

Ayant imaginé aux points @ , M, NV, les petits triangles
207, MRm, NSn,& nomme les connues PE,s; PF, t5
PR, x5 PM,y; PN, g5 Ponaura Og ==dx, Rm=dy, Sn
=—dz,*parceque x &y croiffant,  diminue. Et a caufe
des triangles femblables 0 7F & q0Q, N ”F & nSN,
MPT & mRM; l'on aura 27 (x). PE (3) :: 40 (dx).
0.9 ou MRou SN =2 Et NP (3). PF(t) :: 1S
(—dz). SN="4Z = " (d'oi lon tiredg = =2%),
EcmR (dy). RM (*5") & MP(y). PT= ", Orfilon
met dans ladifference de I'équarion donnée, 4 la place de

dz, favaleur —i‘,—ji, on trouvera unc valeurde dx en dy,

: : s L
laquelle érant fubfticuée dans %7‘ , les dy fe détruiront,,
& la valeur de la foutangente 27 fera exprimee en ter-
mes tous connus.
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ExeMPLE

21 So17 gy = xz, donc la différence et zydy = zdv

+ xdy= f(—'d—‘—:—"ﬁ, en mettant pour dz fa valeur néga.

tive— ’—‘:f , d’olt l'on tire dx =

1tydy
== & partant T

(;17"):) = = ;‘_’_L” en mettanc pour yy fa va-
leur xz,

Soit maintenant I'équation générale y™ "= x™z2,dont la
différence eft m —+ ny™ "~ dy == mx" " dx - xR

__ mezM =l dg sz =1 dx
=" SETMET 5 en mettant pour dz fa

—sede g syds) _ mosainmen
valeur === d'oll'ontire 27°(" ) = e —
__ mstann man o n
= -——, en metcant poury”*" favaleur x"g.

On peut remarquer que i les courbes 4QC, HCN de-
venoient des hgnes droites, la courbe 21C feroir alors
une des Sections coniques 4 lnfiai; {qavoir une Ellipfe
lorfque I'appliquée C D, qui parr du point de rencontre C,
tombe entre les extrémites 4, A 5 une Hyperbole lorf-
qu'elle tombe de part ou d'autre ; & enfin une Parabole
lorfque I'une des extremités 4 ou B eft infiniment eloi-
gnee del'autre, c’eft 4 direlor(que I'ane des Lignes droites
C.A ou CB elt parallele au diametre 4 B.

ProrosiTtionN V.
Probléme.

22. Sort we ligne conrbe AP B gui ait un commencement Fic. 9.
fixe @ invaviable au point A, & dont Lon fjache mencr les
zangentes PH 5 foit hors de cette ligne un antre point fixe F,
G une antre ligne conrbe CMD telle qu’ayane mené Lo droice
guelcongue EMP, L relation de fie partic FM & La portion de
courbe AP foit exprimée par telle équation gu'on vordra, On
propofe de mencr du point donné M la tangente MT.
Ayanc mené fur F2 la perpendiculaice £ H qui rencone
Cyj
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tre latangente donnée 22 H au point H,& lacherchéearz
au point 7', imaginé une droite FRmOp qui fafle avec
F P un angle infinment petit, & décrit du centre F les
peuits arcs du cercle 20, MK le petit tnangle 0 2 fera
femblable au triangle rectangle 2 F H; car les angles HPF,

* Art 2. HpF font * éganx, puifqu'ils ne different entr'cux que de
I'angle 7 Fp que I'on fuppofe infiniment petir, & de plus
I'angle p0 P eft droit, puifque la tangente en O ( quin‘eft
autre chofe que la continuation du petit arc 0 contidé-
ré comme une droite (elt perpendiculaire furle rayon £0.
Parlaméme raifon les triangles m R A7, M FT feront fem-
blables. Oril eft clair que les petits triangles ou fecteurs
FPO & FMR fonr femblables. Si donc I'on nomme les
connues PH, ¢ HF,s5 FM,y; FP,z3& arc A7, x50n
aura PH (t). HE (s):: Pp (dx). PO = %, EtFP ().
FM (y):: PO(“E). MR==""% EcmR(dy). RM("/)::
FM(y). FT= fz’jf, Eton achevera le refte parle moyen
dela différence de I'équation donnée,

ExeEmrLE

Fie.10.23. St on veur que la courbe 477 foit un cercle qui

ait pour centre le point fixe £51 eft clair que la rangen-

te 2 H devient parallele & égale 4 la foutangente F H,4
caufe que H 2 fera aulliperpendiculairea 24 5 & qu'ainfi

=" enno ol
= 41;>’ N pommant ia

k¢
droite FP(%), a3 parcequ'elle devient conftante de va-
riable qu'elle €coit auparavant. Cela pofé, fi 'on nomme
la circonférence entiere, ou une de {es portions dérermi-
nées, 658 que 'on falle4 . x:: 4.y, 1a courbe CA1D , qui
eft en ce cas FMD, fera la Spirale &’ Archimede , & 'on
aura y = 5" qui a pour fa différence dy= ‘T'X, d’oli'on

I'on aura en ce cas FT =

tire ydx =2% = xdy en mettant pour y fa valeur '3

&partanzfz‘(%jyi = 2.Ce qui donne cette conftruction.
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Soit décrit du centre F & durayon FM,_I’:_nrc de cercle
M@, terminé en Q par le rayon F.A qui joint les points
fixes .4, Fs foit pris FT" ¢gale a Iarc M Q : je dis que
la droire M7 feratangente en M. Car i caufe desfcteurs
femblables F2 4, FMQ ,Lonaura F2 (a) FM(y) : : A2
(). MQ =2 = FT.

Sil'on fait en général 4 . x:: 4"y, (VYexpofant m d¢-
figne un nombre entier ou rompu tel que Ton veur) la
courbe FAMD fera une des fpirales 4 'infini, & I'on aura

g AT < i morg, o A
y" ==, quia pour fa différence my™ ~'dy = —=,
d'ou I'on rireydx:'—"—""‘—:dl == mxdy, en mettant pour y™

fa valear 4% ; & partant FZ7(74%) = "7 —mx MQ.

ady) = "a
ProrosiTtrion VL
Probl¢me.

24 So 1T ane ligne courbe APB dont [on [fache mencr
les tangentes PH, & un point fixe F bhors de ceree ligne s
Joit une autre ligne courbe CMD selle gue menant comme on
voudra , Lt droite FPM, La relation de ED 3 FM foit expri-
mée par une équation quelcongue. Il fans du point donné M
mener la tangente MT.

Ayant mené la droite FHT perpendiculaire fur FM, &
imaginé comme dans la propofition précédente les petits
triangles 20 p, M Rm femblables aux triangles HF P,
7F M, on nommerales connues FH, 5 FP,x3 FM,y 5 &

Vonaura PF (x). FH (5):: pO (dx). 0P ="% |Et F2 ().
FM(y):: 0P () RM="72_ EcmR (). RM (72 )

2 FM (). FT = ’jﬁ: Onachevera enfuitele refte par
le moyen de la difference de I'équation donnée,

C iij

Fi6. 1.
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EXxEMPLE

25. St Pon veut que la courbe 47 B foit une ligne
droite 2H, & que I'équarion qui exprime la relation de
FP i FM foity — x=a,celt 4 dire que 2M foit tou-
jours égale 4 la méme droite donnée s ; 'on aura pour dif-
ference dy = dx; & partant FT (fg}‘ =Z. Cequi
donae cette conftruction.

Soit mence AME parallele 4 P, & M7 parallele 3 PE;
je dis quelle fera tangente en Ar.

Car FP (x).FH (5):: FM(y) . FE=?%. EtFP
(x).FE () :: FM (y). FT ="2. Il elt clair quela
caurbe CArDeftla Conchoide de Nicomede , dont 'afym-
prote cft la droite 2H, & le pole eft le point fixe £.

ProrosiTtrion VIL
Probléme.

Fie. 12,26, S o1 T ne ligne courbe AR M dont Lon fiache mener
les tangentes MH, & qui ait pour diametre L1 droite EPAHT,
[oit hors de ce drumetre un point five B, doi parte une ligne
droite indéfinic EPSM gui coupe le diumetre enP @ lu courbe
en M. Si Poncongort masntcnant que L drotee EPM, en tour-
nant autonr du point F, faffe mowvoir le plun P AM toujours
parllelement & foi-mime le long de Le ligne dyorze ET immo-
bile &~ indéfinie, en forte que la diffance PA demeure par-
sout la mémes il eff cluir que Linterfotion cont:nuclle M des
lignes M , AM décrira dans ce mowvement une ligne courbe
CMD. 0n propofe de mener d'un point donné M [ur cette
courbe la tangente MT.

Ayant imaginé que le plan 241 {oit parvenu dans la
ficuation infiniment proche pam, & tir¢ la hgne m&S pa-
rallele 4 425l eft clair par la gencration que Pp = Aa
== Rm3 & partant que R S = §m — Pp. Or nommanr les
connues FLou Fp,x; FMouFm,ys PH,s; MH ,t;&
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la diffcrence 2, dx; les triangles femblables F Pp &
FSm, MPH & MSR, MHT & MRm, donneront Fp

3

(x). Fm(y):: Pp(dz). S.m.zf"T‘(donCSR = «V‘"K;'d—),

Ec PH(s). HM (1) SR (L5202 Rpf =120,
Et MR (U222 ) . Rm(dx):: MH (). HT =72,
Donc fi 'on mene FE parallele & AH , & qu'on prenne
HT = PE ; laligne M7 fera la tangente cherchce,

Si laigne 4 Az ¢ctoic une lignedroite;; la courbe CMD
feroit une Hyperbole qui auroit pour une de fes afympto-
tes la ligne E7.. Er i elle éroit un cercle qui edt fon cen-
tre au point P; la courbe CM D feroit la Conchoide de
Nicomede, qui auroit pour afympeote laligne £7°, & pour
pole le point . Mais fi elle etoit une parabole; la cour-
be CMD feroit la compagne dela Paraboloide de Defear-
tes*, qui fe décriroit en méme temps au deflous de la * Geom,
droite £7" par l'interfection de £2 avec l'autre moitiéde Liv. 3.
la Parabole.

Prorosition VIIL
Probléme.

27. S o 1T une ligne courbe AN gui ait pour diametre la Fiq. 13
ligne droste AP, avec un pownt fixe F hors de ces lignes 5 foir
wne astre ligne courbe CMD zelle gre menant comme l'on
voudra , la droite FMPN, la relation de fes parties FN | FP,
EM foit cxprimée par une équation quelcongue. Ileft queftion
de tirer du point donné M Lo tangente MT.

Soit mence par le poinr Fla ligne AKX perpendiculaire
4 FV, qui rencontreen K le diametre 4.2, & en H la tan-
gente donnce & A 5 foient décrits du centre F & des in-
tervalles £V, F2, £ M des petitsarcs de cercle NQ, PO,
MR terminés par la droite £2 que l'on congoit faire avec
F un angle infiniment petic. Cela pofé.

Sil'on nomme lesconnues FK, s; FH,t; FP,x; FM y;
FN, z; les triangles femblables PFK & p02, FMR &
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FPOXFNQ,HFN& NQn,mRM & MFT donneront

PF (x). FK (s5):: pO (dx). OP=%x, Et FP(x). FM
(y) 2: PO (). MRZ4, Et FP (x), FN (g) :: PO
(). NQ =24, Ev HF (). FN () i+
On(—d;)="3% EcmR (dy). RM (2)
FT =% Or par le moyen de la différence de'équa-
tion donnée on trouvera une valeur de dyendx & dz,
dans laquelle mettant 4 la place de dz fa valeur négative
i, parceque x croiffant , z diminue; tous les termes
feront affectés par dx; de (orre que cetre valeur étant en-

fin fubflitace dans 222, les dx fe détruiront. Et parcant

la valeur de F7 fera exprimée en termes connus & déli-
vrés des différences.

Si 'on fuppofoit que la ligne droite 42 fit une ligne
courbe, & qu'on menit la rangente 7K ; on trouveroit
roujours pour F7 la méme valeur, & le raifonnement de-
meureroit e méme.

ExemrreE

28, S uPPOSONS que laligne courbe 4 & foit un
cercle qui pafle par le point F (tellement fitué a I'egard
du diametre 47 que la higne FB perpendiculaire a ce
diametre paffe par le centre G de ce cercle ), & que PM
{oit toujours égalea 2 N7; il eft clair quela courbe CM D,
qui devient en ce cas FAs4, fera la Ciffvide de Diocles,
& que I'on aura pour équation £ + y = 2, dont la dif-

férence eltdy = 2dx— dg == 2242 £ % e mercant pour

) 1o IN
dz fa valenr — 2= trouvée ci-deffus *, Et partant F7°
mdx ) __my
(=) = wewne

Sile point donné A£ tomboit fur le point 4, les lignes
F M, FN, FP feroient cgaleschacuned F.4, comme auffi
les
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les droites FK, FH 5 & partant on auroiten ce cas FT'
= 5= 1x, celtd dire que fi 'on prend FT'=]4F,
& qu'on mene la ligne 47", elle fera rangente en 4.

On peut encore trouver les tangentes de la Ciffoide
par le moyen de la premiere Propofition , en menant les
perpendiculaires VE, MZ fur le diametre FB, & cher-
chant I'équation qui exprime le rapport dela coupée FZ
4 P'appliquée ZA£; ce qui fe fair ainfi. Ayant nommé les
connues FB, 2a5 FLou BE, x5 LM, y; les triangles
femblables FENV, FZM, & la propricté du cercle don-
neront FZ (x). LM (y) :: FE.EN :: EN (Vzix— xx).
2 dont la difference eft

EB (x). D'l I'on tire yy==

b=
Gaxvdx—vetds i e .57
= T T Et partant ZO* (BF) —pxs— ¥
yh="u= P A ]
aex— e o
=*7=5", en mertant pour gy fa valear X |

ProrosriTrion IX.
Probléme.

9. Smntr deux lignes courbes ANB, CPD, & une /-
gne droite FKT, ftrle/que//:y'mm marqués des points fixes
A, C,F; foitde plus unc antre ligne courbe EMG telle gu’ayans
mené parun de fes points quelcongues M la droite FMN, ¢
MP parallele a FK y la relation de larc AN 2 Parc CP Soit
exprimée par une équation guelconguc. 11 faut d'un point don-
né M far b courbe EG mener I tangente MT.

Ayant mené rar le point cherché 7° 1a ligne 727 paral.
leled ras, & par le point donné At lesdroites MRK, 07
paralleles aux tangentesen 2 & en &, ontirera FmOninfi-
niment proche de F AN & mRp parallele 4 Arp.
Celapofé, {il'on nommeles connues FAf, 55 F N, 15 MK,
#3CPyx; AN y,(donc Ppou MR=dx, Nn =dy) les trian-
gles femblables FN2 & F a0, a10m & MHT,MRm &
MKT donnesont F (). FM (s) :: Nn(dy). MO="2,
D

*Ar. 9.

Fre.1g.
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4 dy
Et MR (dx). MO (1) :: MK (u). MH =%} . Orpar
Ie mayen de la difference de I'équation donrce I'on aura
une valeur de dy en termes qui feront tous affectés par dx,
laquelle étant fubftiruce dans %7, les dx fe detruiront; &
partant la valeur de A/H fera exprimce en termes en-
ti¢rement connus. Ce qui donne cette conltruction.
Soit men¢ MH parallele d la touchante en & & éga-
led la valeur que I'on vient de trouver : foit tirée H7T
parallele 4 F.A4, qui rencontreen 7" la droite FK, par ol &
parle point donné a1 foit menée la tangente cherchée Mt
ExemMrLE

30. Sx I'on veut que la courbe 4V B foit un quart de
cercle qui ait pour centre le point fixe 7, que la cour-
be C2D foic le rayon 4PF perpendiculaire fur la droite
FKG.QT B,&quel'arc AN (y) foit toujoursa la droite 4 2
(x)comme le quartde cercle AN B (6) au rayon AF (a); 1a
courbe EALG deviendra la Quadratrice 4 MG de Dinojfra-
te,& Pon aura MH (%42 )= =24 puifque FP ou
MK (#)=a—x,& FN (f)==4a. Maisl'analogie fuppofée
donne ay =bx, &ady = bdx. Mettancdonc dans la valeur
de MH ila place de x & de dy leurs valeurs ¥ & 4, on
trouvera MH = =2, Ce qui donne cette conftruction.
Soitmenée MH perpendiculaire fur £ £, & ¢galed l'arc
27,2 décrit ducentre F, & foit tirce H7 parallele 4 FAL;
je dis que la ligne M7 fera rangente en 27, Car d caufe
des fécteurs femblables FNVB, FMQ, 'on aura PN (2).
FAM(s): NB(b—y). MQ = L322
COROLLAIRE
3L Sl l'on veur déterminer le point G olt la ‘quadra-
trice .4 MG rencontre le rayon F.B, on imaginera un au-
tre rayon Fgb infiniment prache de FGB; & en me-
nane gf parallele & FB, la propriété de la quadratrice
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& les triangles femblables £ B4,¢ fF, re@anglesen B &en
f,donneront 4B. AF :: Bb. Ff:: FBou Ak gf ouFG.
Dot Y'on voit que fi 'on prend une troificme propor-
tionnelle au quartde cercle 4.3 & au rayon 4F, cllc fera
égale 4 FG,c’elt 4 dire que FG = %. Ce qui donne lieu
lieu d’abréger la conftruction des rangentes.
Car mepant 7'E parallele 4 A7H, les triangles fembla-
bles FMK, FTE donneront MK (2 —x ). MF(s) :: ET

ouMH (¥=¥ ). pr=41"1"= f%: en metrant pour
% fa valeur 2, & divifant enfuite le tout par6—y; d’o
il eft clair que la ligne F7" eft troifiéme proportionnelle
AFG X AFM.

Prorositrion X
Probléme.

32, Son- une ligne courbe AMB telle gu’ayant mené dun
de fes points quelcongues M anx foyers F, G, H, €. les droi-
2es MF, MG, MH, @rc. lesr relation foit expriméc par sune
Equation quelcongue : €~ foit propofé de mener du point donné
M la perpendiculaire MP fur la tangente en ce point.

Ayant pris furla courbe 4 B'arc 4m infiniment petit,
& menéles droites FRm, GmS, HHmO, on décrira descen-
tres F, G, H les peritsarcs de cercles 4R, M8, MOsenfuite
du eentre # &d'un intervalle quelconque on décrira de
méme le cercle CDE qui coupe les lignes MF, MG, MH
aux points C, D, E,d’on 'on aﬁaiﬂéra fur 2P les perpendi-
culairesCZ, DK, EZ. Cette préparation étant faite, je re-
marque

10, Que les triangles réctangles MRm , MLC font fem-
blables; car en otantdesanglesdroits Zasm, R1C Iangle
commun LR, lesreftes Ratm, L MC fevont €gaux,& de p%us
ilsfont réangles en R & Z. On prouvera de méme que
lestriangles retangles A7Sm & MK D, MOm & MIE fonc
femblab%cs‘ Partant, puifque ’hypothenufe 44 eft com-
mune aux petits triangles M Rm, MSm, MOm15 &aque les

]

Fie. 16.

Fic.18.
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hypothenufes MC, D, ME des triangles 27z¢, KD,
M7 E font égales entr’elles; il s'enfuit que les perpendicu-
lairesCZ, DK, EZ ont le mé&me rapport entr’elles que les
différences Rm, Sm, Om.

20, Que les lignes, qui partent des foyers fitués du mé-
me cbté dela perpendicnlaire 442, croiffent pendant que
les autres diminuent, ou au contraire. Comme dans la
figure 18. Fazcroift de (2 différence R , pendant que les
autres G4, F M diminuent des leurs Sm, Om.

Sil'on fuppofe 4 préfent, pour fixer fes idees , que I'é-
quation qui exprime la relation des droites Fz (x), GM
(y), HM (%), foit ax + xy — 23 = o, dont ladifféren-
ce cft adx + ydx + xdy — 2zdz=0 1| cft évident que la
la rangente en A1( qui n'eft autre chole que la continua~
tion du petit c6té Mm du poligone que I'on congoit * com-
pofer la courbe #278) doit érre tellement placée qu'en
menant d’un de fes points quelconques m des paralleles
mR,mS, mOauvx droites FM,G M, HM,termineesen R, S,
0 par desperpendiculaires AR, 25, 04 cesmémes droi-
tes, on ait toujours’équation 2=y x Rm~+ x x Sm — 2%,
x @m==o:ou ( ce qui revient au méme, en mettant 4 la
place de Rm, §m, Om leurs proportionnelles CZ, DK,
£17)quela perpendiculaire 422 ala courbe doir étre pla-
cée en forte que @+ y x CL + x x DK —22x EI==o0.
Ce qui donne cette conftruction.

Que I'on congoive que le point € foit chargé du poids
4+ y qui multiplie la différcace dx de la droite £41 fur
laquelle il eft fitué, & de méme le point D du poids x,
& le point E pris de I'autre cotc de M par rapport au
foyer H ( parceque le terme — 2zdx eft negatif) dupoids
2z, Je disque la droite A72 qui pafle par le commun cen-
tre de péfanteur des poids fuppofez en C, D, E, .fcrg la
perpendiculaire requife. Car il eft clair par les principes
de la Mécanique , que toute ligne droite,, qui paffe par le
centre de pefanteur de plufieurs poids , les [¢pare en for.
te que les poids d'une part multipliés chacun par fa di.
ftance de cette droite, font précifément égaux aux poids
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de l'aurre part multipliés auffi chacun par fa diftance de
cctee méme droite. Donc pofant le cas que x croiffant,
¥ &z croiffent aufli, c’eft 4 dire que les foyers F, G, H Fic.1s.
tombent du méme coté de 422, comme l'on fuppofe tou-
jours en prenant la différence de I'équation donnée felon
les regles prefcrites; 1l s'enfuit que la ligne A2 laiflera
d’une par les poids en C & D, & de l'autre le poids en
E,&quainfi'onaurdaa—+y x CL+xx DK— 23x El=o0,
qui éroit 'équation & conftruire.

Or jedis maintenant que puifque la conftru&ion eft bon-
ne dans ce cas, elle le fera auffi dans tous les autres; car
fuppofant par éxemple que le point M change de fitna-
tion dans la courbe en forte que x croiffant, y &z dimi- Fic.18.
nuent, c’eit 4 dire que les foyers G, H paffent de I'autre
coté de A7P, il senfuit 10, * Qu'il faur changer dans la * 4.8,
différence de I’équation donnée les fignes des termesaffe.
&¢s par dy, dx, ou par leurs proportionnelles DK, EZ;
de forte que I'équation 4 conftruire fera dans ce nou-
veau casz+y x CL— xx DK «+ 2z % EZ==o0.2° Que
les poids en D & E changeront de c6té par rapport 4
MP, & quainfi I'on aura par la proprietc du centre de
pefanteur @+ y x CL— xx DK + 23 x E =0, quicft I'¢-
quation 4 conftruire. Et comme cela arrive toujoursdans
tous les cas poffibles, il s'enfuit, &c.

1l eft évident que le méme raifonnement fubfiftera rou-
jours tel que foit le nombre des foyers, & telle que puifle
&tre I'équation donnée; de forte que I'on peut énorncer
ainfi la conftrudtion générale.

Soit prife la différence de I'équation donnée dont je
fuppofe que 'un des membres foit zero, & foir décrit 4
difcrétion du centre 42un cercle CDE qui coupe lesdroi-
tes MF, MG, MH aux points C, D, E, dans lefquels foient
congus des poids qui ayent entr'eux le méme rapport
que les quanticés qui multiplient les différences des li-
gnes fur lefquellesilsfont fitues. Jedis que laligne 272 qui
pafle par leur commun centre de pefanteur, fera la per-
pendiculaire requife. Il eft 4 remarquer que fi Pun des

D iij
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poids eft négatif dans|la différence de I'équation donnde;
il le faut concevoir de I'autre c6té du point 4 par rap-
port au foyer.

Si I'on veut que lesfoyers F, G, H foient des lignes droi-
tes ou courbes fur qui les droites M F, MG, M H tombent
4 angles droits, la méme conftruction aura toujours lieu.
Car menant du point # pris infiniment prés de 41 les per-
pendiculaires mf, mg, mb fur les foyers, & du point A1 les
petites perpendiculaires MR, ALS, MO fur ces lignes ; il
eft clairque Rm ferala difference de AZF, puilque les droi-
tes MF, Rf érant perpendiculaires entre les paralleles Ff;
MR, elles feront cgales, & de méme que Sm et la diffe-
rence de MG, & Om celle de 37 H ; & on prouvera enfuite
tout le refte comme ci-deflus.

On peut encore concevoirqueles foyers F, G, H foient
tousou en partic des lignes courbes qui ayent des com.
mencemens fixes & invariables aux points £, G, H, & que
laligne courbe 4 A1 B foit telle qu'ayant mené par éxem-
ple d’un de fes points quelconques A les tangentes A177,
MY & la droite MG la relation des lignes mixtilignes
FyM, HXM & deladroite GAf foit exprimée par une
équation quelconque. Car ayant mené du point prisin.
finiment pres de Afla tangente il eft clair qu'elleren-
contrera I'aucre tangente au point 27( puifqu’elle n’eft que
la continuation du petit arc 7% confidéré comme une pe-
tite droite ), & partant que fi 'on décrit du centre 7~ le
petic arc de cercle AR Rm fera la différence de la ligne
mixtiligne £72f qui devient F7uRm. Et tout le refte fe
démontrera comme ci.devant.

M. Tfchirnhaus a donné la premiere idée de ce Probléme dans
Jfon Zivrede la Medecine de lefprits M.Fatio en a sronvé en-
Suite une folution trés mgéniﬂye qu'il a fait inférer dans les
Fournanx & Hollande : mais la maniere dont ils Lont congn
Weoff gu'un cas particulier de la confiruttion géncrale gue je
vicns de donner.
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Exemrre L

33 SorTaxx+ byy = exg — f =0 (les droites u, 4, ¢,
{ont données) dont a diffcrence eft axdx + bydy + cxdx.
== 0. Celt pourquoi concevant en C le poids ax, en Dle Fie. 22
poids by, & en E le poids ¢, c’eft 4 dire des poids qui
foient entr’eux comme ces rc@angles; la ligne M2 qui
pafle par leur commun centre de pefanteur, lera perpen-
diculaire 4 la courbe au point 7.

Mais fi I'on mene FO parallele 2 CZ, & que l'on pren-
ne le rayon A7C pour 'unité, les triangles femblables
MCZ, MFO donneront FO=x x CZ; & de méme me-
nant GR parallele 4 DK, & H parallele & £7, on trou-
vera que GR =6V x DK & HS== z x EI : de forte qu'en
imaginant aux foyers F,G, F les poids, b,¢ 5 laligne M2,
qui paffe par le centre de pefanteur des poids ax, by , ¢x.
fuppofez en C, D, E, paflera aufli par le centre de pefan-
teur de ces nouveaux poids. Or ce centre eft un point
fixe, puifqueles poidsen F, G, H, {avoira, 4, ¢, font des
droites conftantes qui demeurent toujours les mémes en
quelque endroir que f¢ trouve le point ¢, Dot il fuic
que la courbe 4 A7 Bdoit écre telle que routes fcs({erpen.
diculaires fe coupent dans le méme poinc, celt 4 dire
qu'elle feraun cercle qui aura pour centre ce point. Voici
donc une proprieté trés remarquable du cercle que I'on
peut énoncer ainfi.

il y a fur un méme plan autant de poids «, 4, ¢, &c.
que l'on voudra, ficués en F, G, H,&c. & que l'on décri-
vedeJeur commun centre de pefanteurun cercle 4M B
je dis quiayant men¢ d'un de fes points quelconques 27,
les droites mF, MG, MH, &c. la fomme de leurs quarrés
multipliés chacun par le poids qui lui répond, fera tou-
jours égale 4 une méme quanticé,

Exempre IL

34 SOxr la courbe 4B telle quayant mené d'un Fic. 3.
de fes points quelconques AL au foyer F qui eft un point
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fixe la droite MF,& au foyer G quieft une ligne droite
la per{)endiculaire MG;lerapport de MF & MG foit ton-
jours le méme que de la donnée « 4 la donnée 4.

Ayantnomme FM,x; MG,y;0onaurax .y .6, &
partant 4y = éx dont la difference eft ady — bdx = o.
Ceft pourquoi concevant en C pris au deli de A par
rapport 4 £ le poids 4, &en D (4 pareille diftance de M)
le poids «, & menant par leur centre commun de pefan.
teur la ligne A2 ;5 clle fera la perpendiculaire requife.

1left clair par le principe de labalance, que fi 'on divife
la corde CD au point 2 en forte que CP.DP::a.bsle
point 2 fera le centre commun de pefanteur des poids
fuppolés en C & D.

La courbe .# 4B eft une fection conique , {cavoir une
Parabolelorfque 2= 4,une Hyperbole lorfque « furpafle
4, & enfin une Ellipfe lorfqu’l eft moindre.

Exemrere IIL

35. S 1 aprés avoir attaché les extrémités d'un fil
FZymGamxrHen F &en H, &avoir fiche une petice poin-
te en G, on fait tendre également ce fil par le moyen
d’un flile place en A, en {orte quelesparties FzV/, HY X
foient roulées autour des courbes qui ont leur origine
en F & H, que la partie MG foit double, ceft 4 dire
qu'elle foit replice en G, & que les chofes demeurant en
cet érat l'on fafle mouvoir le ftyle 2751l eft clair qu’il dé-
crira une courbe 41 B, 1l eft queftion de mener d’un
point donné a7 fur ceere courbe la perpendiculaire A7, la
pefition dufil quiferc 4 la décrire érant donnée en ce point.
Je remarque que les parties droites A777, A.x"du fil font
toujours tangentes en 7 & ¥, & que fi I'on nomme les li-
gnes mixtilignes FZP7M, x3 HY X M, 25 la droite MG, y;
& une ligne droite prife ¢gale 4 la longueur du fil, a3
I'on aura toujours x + 2y +z=a: d’oli je connois que la
courbe 4 M B eft comprife dansla conftruction générale,
Ceft pourquoi prenant la différence dx + 2dy + dz =o,
& concevant en C le poids 7, en D le poids 2z, &en £ le
poids
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poids 73 je dis que la ligne A7, quipafle parle centre com-
mun de pefanteur de ces poids, ferala perpendiculaire re-
quife,

ProrositioNn XL

Probléme.

36. SotENT doux lignes queleongues APB, EQEF dont
Pon frache mener les tangantes PG, QH 5 & fort une ligne
droite PQ fur laguclle fort margué un point M. St Lon congoit
que les extrémitls P, Qde cerze droite gliffens le long des lignes
AB, EF, il ¢ff clair que le point M décrira dans cc mowvement
une ligne courbe CD. 11 ¢ff queftion de mener d'un point donné
M fur cetse courbe la tangente MT.

Ayant imaginé que la droite mobile 2279 foit parve-
nue dans la firuation infiniment proche pmg, on tirera les
petites droites 20, MR, 28 perpendiculaires fur 2.9 , ce
qui formera les petits angles rectangles 0.2, mR M, ¢S Q5
&ayane pris PK égale d ML , on menera la droite HKG
PE}'Pendxculaire fur 2., & Pon prolongera 02¢n 7,01t
Je fuppofe qu’elle rencontre la tangente cherchée 77
Cela pofé, il eft clair que les petites droites Op, Rz, Sg
{eront égales entrelles, puifque parla conftruction PA¢
& M2 font par tout les mémes.

Ayant nommé les connues P ou K.Q, 45 M2 _ou
2K, b5 KG, 5 KH, g5 & la petite droite 0p ou Rmou §g,
dys les triangles femblables PKG &p02, RKH&45Q,
donneront 2K (4). KG(f) :+ 0 (d). 02 =/ Ex QK
(a). KH (g):: 48 (dy). S.‘L:‘;‘l. Or lon fGaic
parlaGeometrie commune que AR = 22X M4+ Q7 x2M Mg:.‘.:L 12
= Eh:’_'i’ Ainfi les triangles femblables mR AL, MPT
donneront mR (dj)RM(,—‘-:%?I) 22 MP (a). PT =

=52, Ce quiil falloit trouver.

Fic. 25,
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ProrosiTion XIIL
Probléme.

37- SOIENT deux lignes guelcongues BN, F Q gui ayent

pour axes lesdroites BC,ED gui s'entre-coupent a angles droits
au point A; & foit une ligne courhe LM selle g’ ayant mené
dun de [es points quelcongues M les drores MGQ, MPN
parallele @ AB, AE; la relation’des efpaces EGQF, (/e point:
E ¢ff un point fixe donné [ur la droite AE , @ la ligne EF eff
paralleled AC)APND), ¢ les droites AP, PM, PN, GQ ,
Joit exprimée par une équation quelcongue. 1l ejt queftion de
mener d'un point donné M [ar la courbe LM , la tangente
MT.

Ayant nommé les données & variables 4 P ouGM, x5
PM ou AG, y; PN, #3GQ, <5 l'elpace EGQF,s; I'elpa-
ce APND, t; &les foutangentes donnces 2,4 5 GK, b3
Ponaura PpouNSouMR=dx,Ggou Rmou0.Q=—dy;

Sn=—du="%icaufe des triangles femblables HP N ;

NSn; 0g =dx—=—2, N Ppn==dt=ndx,& QGgg=ds
==— zdy; olt 'on doit obferver que les valeurs de Rm
& §n font négatives, parceque 42 (x) croiffant, 2 A1 (y)
& PN (u) diminuent. Celapofé, on prendra la différen-
cede I'équation donnée, danslaquelle on meceradla place

de dt, ds ,du , dz leurs valeurs udx ,~— zdy, — 1”’7“ —“‘7‘1;
ce qui donnera une lle équation qui i
rapport cherché de dyd dx, ou de M2 4 PT.

Exemrre L

p le

38- S OIT § %8 ==¢-+ux, on aura en prenant les dif-
férences ds + 22d% = dt + udx 4~ xdn,&mercant A la pla-
ce deds, dt, dz, du leurs valeurs, on trouvera — zdy —-2;_‘!

Hx 28y22 A aybz

dx Do Pon i ¢LL]) TR
== audx —"5=> doulonurel’z‘(;j—)-—r‘—v—w_un .
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Exemrre IL

39- Son’ s=t#, donc ds = dr, c'eltd dire — zdy
= udx; & partant 2T’ (%’5 =—% Or comme certe
quantité eft négative, il s'enfuit* que I'on doit prendre * r, 10,
le point 7" du cté oppofé au point A origine des x. Si
Ton fuppofe que la ligne FQ foit une hyperbole qui aic
pour afymptotes lesdroites 4C, £, en forteque G2 (3)
=‘7', & que la ligne BAD foit une droite parallele &
AB,de maniere que P (x) foit par tout égaleala droite
donnéec; il eft clair que la courbe Z A7 a pour afymprote

la droite 4.3, & que fa foutangente P7° (—2% )=—¢:

ceft @ dire qu’elle demeure par tout la méme.
La courbe Z4 cft appellce dans ce cas Zogarithmigue

ProrosrTron XIIL

Probléme.

26. S O VENT deux lignes quelcongues BN, Fqu‘ ayent pre. 3-
pour axe la méme droite BA, fur laquelle forent margués dewx
points fixes A, B ; foit une troifiéme ligne courbe LM telle
qu'ayant mené par un de fes points quelcongues M la droite
AN, decrit du centre A Larc de cercle MG, ¢ tiré GQ pa-
rallele & EF perpendiculaire fur AB la relation des efpaces
EGQF(s), ANB (c), @ des droites AM oz AG (y),
AN (2), GQ (u), foit exprimée par une équation quelcon-
gque. I/ fant mener d'un point donné M fur la conrbe LM la
tangente MT.

Apresavoir mené ladroite 47H perpendiculaire fur 424N,
foit imaginé une autre droite 4 infiniment proche de
A MN,un aatre arc mg,une autre perpendiculaire gg, & dé-
critdu centre4le peticarc A’S: on nommerales foutangen-
tes donndes AF, a5 GK , b; & on aura Rm ou Gg == dy,
Sn == dx; les triangles femblables HAN & Nén, KGR

Ejj .
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&00g, donnerontaufli SN = <%, 0g

adz. On mertra toutes ces valenrs dans la difference de
P'equation donnée , &I'on en formera une nouvelle, dott
I'on tirera une valeur de dzen dy. Or 4 caufe des [écteurs
& destrianglesfemblables 4 N5 & AMR,mR M &M AT,

on trouve AN (x). AM (y) :: NS (%5). MR = L

< = *
EtmR (dy) . RM (%) :: dM (y). AT =25, si
donc l'on met dans cetre formule 3 la place de dz fa va-
leur en dy, les différences fe détruiront, & la valeur de
la foutangente cherchée 47 fera exprimce en termes cn-
riérement connus, Ce qu'il falloit trouver,

Exemrre L

41 Soir ny— s = zzg — ¢, dont la différence eft ady
~+ ydz — ds = 22dz — dt, ce qui donne ( apres la fubfti-
tution faite) d(:i’:‘i:‘f:dy ; & en metrant cette va-
ayyiz 4sbuyy — sauyd

leur dans iz, On trouve AT =" =

Exemrere IL
42 So11 5= 2, donc ds = 2ds, ceft 4 dire — udy
= adz, oudz= "2 ;& partant AT (:Z:—; =,
Si la ligne BAVeft un cercle quiait pour centrele poine
A,&pour rayonladroite 48 = AN=c, &que £.2 foit
une hyperbole telle que 62 (x) =45 il eft clair que
la courbe Z A7 fait une infinité de retours au tour du cen-
tre 4 avanc que d’y parvenir { puifque l'efpace FEG 2
devient infini lorque le point G tombe en A), & que 47
=22, D'ott I'on voit que la raifon de 4143 A7 eft con-
ftante ; & partant que I'angle 427 eft par tout le méme.
La courbe ZAM eft appellée en ce cas Logarithmique
[pirale.
“
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ProrosiTioN XIV.
Probléme.

43 S OLENT fur un méme plan deux courbes quelcongues Fic. 23.

AMD, BMC gui [¢ touchent en un point M, & foit fur le
plan de la courbe BMC un point fixe L. Si lon congoitd pre-
[ent quela courbe BMC roule fur la courbe AMD en s’y appli-
quant continnellement en forte gne les partiesrévolues AM, BM
Jfoient vonjours égales entrelles s ileftvifible que le plan BMC
emportant le point L, ce point décrira dans ce mouvement une
efpece de roulette ILK. Cela pofé, je dis que i [on mene dans
chague diffévente pofition de la courbe BMC (du point décri-
vant L au point touchant M) Lu droite LM ; elle fera perpen-
diculaire & la courbe ILK.

Car imaginant {ur les deux courbes 424D, B M~ deux
parties Mm, Mm égales entr'elles & infiniment petites, on
les pourra confidérer *comme deux perites droites qui font
au poinc A un angle infiniment petic. Or afin que le pe-
tic coté Mm de la courbe ou poligone B 41C tombe fur le
petit coté Mm du poligone 4M D, il faut que le point Z
décrive autour du point touchant A7 comme centre un
petic arc Z/ Il eft donc évident que ce petic arc fera par-
tie delacourbe 7ZK ; & par conféquent que ladroite M Z,
qui lui eft perpendiculaire, fera aufli perpendiculaire fur
la courbe 7ZK au point Z. Ce qu'il falloic prouver.

Prorositrion XV.
Probléme.

* Art. 3.

44+ S o171 unangle réctiligne quelcongue MLN , done les Fic. 29.

cotés LM, LN touchent deus courbes quelcongues AM , BN.
i Lon fait gliffer ces cotés autour de ces courbes , en foree ga'ils
les touchent continucllements il eff clair qre le fommer L dé-
crira dans ce mowvement wne courbe \LK. 11 eff queftion de
mener une perpendiculaire LC far cette conrbe , la pofition de
langle MLN ctant donnée.

E iij
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Soit décrit un cercle qui paffe par le fommet Z, & par
les points touchans Af, ;s foit mence par le centre C de
ce cercle la droite CZ : jedisqu'elle fera perpendiculaire
a la courbe 7ZK.

Car confidérant les courbes 417, BV commedes poli-
gones d’une infinité de cotés tels que Mm, Nns il eft évi-
dencque (i l'on faic ghffer lescotés Zas, ZN, delanglere.
éiligne AL LN, qu'on fuppofe demeurer tonjoursle méme,
autour des points fixes A, &, ( on confidére les tangen-
tes ZM, LN comme la continuation des petits cotés Mf,
Ng) julqud ce que le c6té Zas de 'angle rombe fur le
petit coté Mmdupoligone 41, & 'autre coté LN fur le
petit c6té Mz du poligone BN ; le fommet Z décrira une
petite partie Z/de l'arc de cercle A4ZN, puifque par la
conftruction cet arc eft capable de I'angle donné A7ZN.
Cette petite partie Z/ fera donc commune 4 la courbe
ZZK ; & par confequent Ja droite CZ, qui lui eft perpendi-
culaire, fera auffi perpendiculaire fur cette courbe au
point Z. Ce qu’il falloit démontrer,

Prorosition XVL
Probléme.

45-Sortr ABCD wne corde parfaitement fléxible & la-
quelle foient attachés diffvens poids A, B, C, & quiayent
entrenx tels intervales AB, BC, che. que L'on voudra. Si Lon
traine cesee corde fur wn plan horizontal par Vextréimité D, le
long dune courbe donnée DP ; il eff clair que ces poids fe dif-
poferont en forte qi'ils feront tendre la corde, & qu'tls decri-
ront enfuite des courbes AM, BN, CO, ¢re, On demande la
maniére d'en tirer les tangentes , la pofitionde la corde ABCD
étant donnée avec la grandeur des pods.

Dans le premier inftant que Iextrémiré D avance vers
2, lespoids 4, B, C, décrivent outendent 4 dérire autant
depetits cotés 4, Bb, Cc des poligones qui'comp_a(em les
courbes 4 M, BN, CO & par conféquent il ne faut pour
cn mener les tangentes 43, BG, CK , que déterminer la
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dire&ion des poids A, B, C dansce premicr inftant, cleftd
direla pofition desdroutes quilstendent ddécrire. Pourla
trouver , je remarque

1°, Que le poids A eflt tiré dans ce premier inftant fui-
vane la diretion 4B, & commeil n°y a aucun obftacle qui
s'oppofe a cette direction, puifqu’il ne traine aprés lui au-
cun poids, il la doit fuivre; & partant la droite 42 fera
1a tangente en 4 de la courbe 4 A1.

2°. Que le poids B efttiré fuivantla dire&ion BC; mais
parcequ’il traine apres lui le poids . qui n'eft pas dans
ceree diredtion, & qui doit par confequent y apporter
quelque changement, le poids B n’aura pas fa direction
{uivant BC, maisfuivanc une autre droite BG, dontil fauc
trouver la poficion. Ce que je fais ainfi,

Je décris fur BC comme diagonale le réangle EF,
done le cécé BF eft fur 4B prolongée, & fuppofant que
la force avec laquelle le poids B eft tiré fuivant BC, s'ex-
prime par BC; 1l eft an}i))Ie par les regles de la Mécani-
que, que cecee force BC fe peut partager en deux avtres
BE& BF, c'eftadire que le poids 7 ¢ranc tiré furvanc Ja
diredtion BC par la force BC, c’eft la méme chofe que
s'il écoit tiré en méme temps par la force B {wivantladi.
rection BE, & par la force BF fuivant la diretion BF.
Or le poids 4 ne s'oppofe point 4 la diredion BE, puif-
qu’elle lui eft perpendiculaire ; & par conféquent la for-
ce BE fuivant certe direction demeure toute enticre : mais
il soppofe avec route fa pefanteur 4 la diredtion BF. Afin
donc que le poids B avecla force ZF vainque la réfiftance
du poids 4, 1l faue que cetce force fe diftribue dans ces
poids d proportion de leurs mafles ou grandeurs: ceft
pourquoi fi I'on divife EC au point G, en forte que CG
foitd GE comme le pords A4 au poids B ; il eft clair que
EG exprimera la force reftance avec laquelle le poids B
tend 4 fe mouvoir fuivant la diredtion BF, apres avoir
vaincu la réfitance du poids 4. Il eft donc évident que
le poids 2 eft tiré en méme temps par la force B £ fuivanc
la dire@tion BE, & par la force £G fuivant la direction
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BF ou EC; & partant qu'il tendra 4 aller par BG avecla
force BG: c'elt i dire que BG fera fa dire&ion, & par
eonféquent tangente en B de la courbe BN.

3°. Pour avoir la tangente CK, je forme fur CD com-
me diagonale le ré&angle £, dontle cére C/elt fur BC
prolongée; & je vois que le poids B ne réfifte point 4 la
force € H avec laquelle le poids C eft tiré fuivant la di-
rection CH , mais bien 4 la force €7 avec laquelle il eft
tir¢ fuivant la diretion €7, & de plus que le poids A r¢-
fifte auffi 4 cette force. Pour fcavoir de combien, je tire
AZ perpendiculaire fur CB leongée’ ducoté de B, & je
remarque que fi 4 B exprime la forcc avec laquelle le poids
Aefttire fuivant ladirection 45, BZ exprimera celle avec
laquelle ce méme poids 4 eft tirc fuivant la direction BC;
deforte que le poids C avec la force €7 doit vaincre le
poids enticr B, &de plusune partie du poids 4 qui eftd ce
poids 4 comme BZeltd BA4,ou BFaBC. Sidonc l'on

fait B + 235 C i DK KH, il eft clair que CK fera
‘la direction du poids C, & par conféquent la tangente
en C de la troifieme courbe CO.

Si le nombre des courbes ¢roit plusgrand, on trouve-
roit de la m&me maniére la tangente de la quatriéme, cin-
quiéme , &c. Et fi I'on vouloit avoir Jes rangentes des
courbes décrites par les points moyens entre les poids
on les erouveroit par lare. 36.

Srcrion
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SUHGNIT OpN. #RI8IEIS
Ufage du caleul des diﬂc/rm:e: pour trouver les plus
grandes ¢ les moindres appliquces, on fe réduifent
les guefhons De maximis & minimis.
DrertNiTION L
SO:T uneligne courbe ArDardont lesappliquées? M, Fie. 31.

ED, PM foient paralleles entr'eiles; & qui foit telle 32
que la conpée 42 croiffant continucllement, Pappliquée 33
P M croifle aufli jufqu’a un certain point F, aprts lequel 34

elle diminue ; ou au contraire quelle diminue jufqu’a un
certain point E, apres lequel elle croiffe. Cela pofé,
La ligne £D fera nommée La plus grande ou la moindre
appliquce.
DreriNiTION IL

Si 'on propofe une quantité relle que 227, qui foic
compofée d’une ou de plufieurs indéterminées relles que
AP, laquelle 47 croiffant continuellement, cette quan-
tité 2 A/ croifle aufli jufqu’d un certain point £, apres le-
quel elle diminue, ou au contraire ; & qu'il faille crouver
pour 427, une valear 4 telle que la quantité ED quien
elt compofce, foit plus grande ou moindre que toute au-
tre quantité 2 femblablement formée de 42. Cela
s'appelle une quettion De maximis ¢ minimis.,

PROPOSITION GENERALE.

“46. La nature de la ligne courbe MDM érant donnée s
trowver pour AP une valeur AE selle gue Lappliquéc ED foit
la plas grande ou lie mosndre de fes femsblables PM.

Lor(:quc AP croiffant, 7 A croirauffi; il eft évident* que * 4,5
fa difference R fera pofitive par rapporr d celle de 425 1o,
& quau contraire Jorfque 242 diminuc,la coupee 4.2 croife
E
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{ant toujours, fa différence fera négative. Or toute quan.
tité qui croit ou diminue continuellement, ne peut deve-
nir de pofitive négative, qu'elle ne pafle par linfini ou
par le zero; fgavoir par le zero lorfquelle va d’abord en
diminuant, & par I'infini lorfqu'elle va d’abord en aug-
mentant. D'out il fuit que la difference d’une quanticé qui
exprime un plus gr.and ouun moindre,, doit Ecre €gale a zero
oud l'infini. Or la natare de la courbe A7D A1 crantdon-
née, on trouvera *une valeur de Rm, laquelie ¢rantéga-
lée d’abord 4 zero, & enfuite a I'infini, fervira 4 décou-
vrir la valeur cherchée de 4E dansi'une ou Pantre de ces
{fuppofitions.

REMARQUE

47 L\ tangente en D eft paralleled 'axe 4B lorfque
la difference & devient nulle dans ce point; mais lor{-
qu'elle devient infinic, la rangente fe confond avec I'ap-
pliquée £D. D'oli 'on voit que la raifon de mR & R, qui
exprime cellede 'appliquéea la foutangente, eft nulle ou
infinie fous le point D.

On congoit aif¢ment qu'ane quantité, quidiminue con-
tinuellement, ne peut devenir de pofitive négarive fans
patler par le zero ; mais on ne voit pasavec la méme évi-
dence que lorfqu'elle augmente, elle doive paffer par I'in-
fini. C'elt pourquoi pour aider l'imagination, {oient en-
tendues des tangentes aux points A7, D, M il eft clair dans
les courbes ot la tangente en Deft parallele 4 I'axe 4B,

ue la ¢ PT augmente inuell 4 me-

ure que les points A, 27 approchent des points D, £5 &
que le point A combant en D, elle devient infinic ; &

qu'enfin lorfque 42 furpafle 4, la foutangente 77" de-.
vient ¥ négative de pofitive qu'elle €roit, ou au contraire,

Exemrre L
43 Suwosom quext+y ==axy(AP=x,P M=y,
AB= a)exprime la nature de la courbe ArD M. On aura
en prenanc les différences gxxdx + gyydy == axdy + aydx,
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Sdy=2 = Jorfque le point 2 tombe fur le

3y —ex
point cherchée £, d’olt Pontire y= £ ; & fubftituant cet-
tevaleur 4 la place de y dans I’équation x* + y'==axy, on
trouve pour AE une valeur x == }ay2 telle que l'appli-
quée ED feraplus grande que toutes fes femblables 2.1,

Exemrre IL

Iz . . . .
49-S OIT y—a=a’ xa— x, I"équation qui expri- Fic.33.
me la natarede la courbe A7D 1. On aura en prenant les
différences, dy ==— 4*V%_ que jégale dabord 4 zero
Wa—s

‘mais parceque cette fuppofition me donne — zdxye=o
qui ne peur faire connoitre la valeur de 4 £, j'égale enfuite

s

1 I'infini, ce qui me donne ;5 —x=o3d'olt 'on

E
tire x = 4, qui elt la valeur cherchée de 4£.
Exemrre IIL

50. Sox'r une demie roulette accourcie 42/F, dont la Fic. 6.
bafe B cft moindre que la demi.circonférence ANVB du
cercle générateur qui a pour centre le point C. Il fant dé.
terminer le point £ fur le diametre .43, en forte que I'ap-
pliquée £D foit la plus grande qu'il cft poffible,

Ayant mené 4 difcretion Pappliquée 2741 qui coupe le
demi-cercle en &7, on concevra 4 L'ordinaire aux points
M, N, lespetits triangles AZRm, N'S7, & nommant lesin-
déterminées 42, x; PN, z3 'arc AN, #5 & les données
ANB,a;BF,b;CAouCN,c;'on aura par la propriéeé
de la roulette ANB () . BF () :: AN (v). NM="%.

Donc I’M=<+‘—: ,& fa différence Rm =22kl o

lorfquele point 2 tombe au point cherché £. Or lestrian-

gles réangles N§n, NPC font femblables ; car fi P'on 6te

des angles droits Cm, PNS langle commun CAVS, les

reltes SNz, PNC feront égaux, Ec partant QN (o), P
Eij
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(c—x):: Nnjdu). Sn(dz) = ﬂ-—‘—"d-’f. Donc enmet-
tant cetee valeur a la place de dz dans adz + bdu=o,
on rrouvem_"“i;‘ﬁ‘f”‘;'if"'i‘ ==o, d’ottI'on tirera x ( qui
cftencecas 4E ) =c+ ¥,

Tl eft donc évident que i l'on prend CE du cbeé de B
quatri¢me proportionnelleala demi.circonférence 4V B,
a labafe BF, & au rayon CB, le point E fera celui qu'on
cherche.

Exemrre IV.

sl C ourER laligne donnée 4B en un point E, en
forte que le produit du quarré de I'une des parties 4 par
Pautre EB, foit le plus grand de tous les autres produits
formés de la méme maniere.

Ayant nommé l'inconnue A4E, x5 &la donnée 47, 25
onaura 4E x EB ==axx— x*,quidoit &tce un plus grand.
C'eft pourquoi on imaginera une ligne courbe MDA,
telle que la relation de l'appliquée 272 (y) 4 la coupée
AP () loit exprimée par 'équation y = ZE—*' & on
cherchera un point £ tel que appliquée D foic la plus
grande de toutes fes femblables 2245 ce qui donne dy
= sy o don 'on tire 4E () = ta.

Si I'on veur en général que ™ x & —x" foit un plus grand
(m& n peuvent marquer tels nombres qu'on voudra), il
faudra que la différence de ce produit foit égale 4 zero
oua l'infini, ce quidonne mx™~'dxx a—x"—na—x"""
dx x %" =0, d’'oli en divifant par x™~F x g —x"""dx,l'on
tire am —mx —nx =0, & AE (x) = —"—a.

Sime=2,& n=—1r, l'on aura 4F =24, & il faudra
alors énoncer le Probléme ainfi. ;
Prolonger lalignedonnée 4 B du cété de Benun point

E, en forte que la quantité fs‘ foit #n moindre , & non
pas un plus grand s car I'équation 4 la courbe MD M fera
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=y, danslaquelle i I'on fuppofe x =, I'appliquée
2 M qui devient BC fera ‘7‘ , Ceft 4 dire infinie ; & fuppo-
fant x infinie, 'on auray=x, c'elta dire quel'appliquce
{era auffi infinie. .
Sim=—1,& n=— 2, lonaura 4E=—a; d’oll il fuit
que I'on doit énoncer le Probléme alors en cette forte.

Prolonger la droite donnée 4.8 du coté de A en un Fro. 38.
. AEVAB .
point £, en forte que la quantité —5;=— foit plus gran.

-, AP x5
de que toute autre quantité femblable =57

Exemrre V.

52, LA ligne droite 4B érant divifée en trois parties g, 39.
AC, CF, FB, il faut couper fa partic du milieu CF au
point E, en forte que le rapport du rédangle 4Ex EB au
ré@tangle C£ x E£ foit moindre que tout autre rapport
formé de l]a méme manicre,

Ayant nommé les donndes 4C, a5 CF, b5 CB, ¢5 &
linconnue CZ, x5 'on aura AE==a 4+ x, EB =¢ — x,
EF==b—x, &partant le rapportde AEx EBACE x EF

fera 22X qui doit éere wn moindre. Celt pour-

quoi {i 'on imagine une ligne courbe A7D a1, telle que la
relation de I'appliquée 21 (y) i la coupée C2 () foit
exprimée par I'équation y == 22— 22 A g quef.
tion fe réduit  trouver pour x une valeur CE telle que
Tappliquée ED foit la moindre de toutes fes femblables
2. On formera donc (en prenantles differences, & di-
vifant enfuite par ady ) 'égalité cxx — axx — bxx + 2acx
— abe = o, dont I'une des racines réfout la queftion.
Sic=a—+b,lonaurax =14

Exemrre VL

53+ Extre tous les Cones qui peuvent Cere infcrits
Eiij
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dans un fphére, déterminer celuiquiala plusgrande fur-
face convexe.

La queftion fe réduit 4 déterminer fur le diametre 4B
du demi-cercle 4F B le point E, en forte qu'ayant mené
la perpendiculaire £F , & joint AF, le ré@angle 4F x FE
foit le plus grand de rous fes femblables 4 Nx M P. Car fi
T'on congort que le demi-cercle 4 7 B fafle une révolution
entiére autour du diametre 45, il eft clair qu’il décrira
une fphére, & que les triangles ré&angles 4EF, APN
décriront des cones inferies dans certe fphére, dont les
furfaces convesesdécrites par lescordes 4E , 4N, feront
entr'elles comme les réctangles 4F x FE, AN x NP.

Soitdonc I'inconnue #E=1x, ladonnée 48 = 4, on
aurapar la proprieté du cercle 4 F == Vax,EF:
& partant AF x FE =Vaa:x — ax’ qui doit &cre un plus
grand. Celt pourquoi onimaginera un ligne courbe A1D M
telle que la relation de Pappliquée 227 (y) 4 la coupée:
AP (x) foic exprimée par I'équarion Y225 &
Pon chercherale point E, en force que 'y juee £D foit
plus grande que toutes fes femblables 72/, On aura done

ax— XX3

waxdx — yrxdx

en prenant la différence =o, d'%l l'on tire

AE (x)=3a.

1Vanxx — axt

Exemrre VIL

$4. O demande entre tous les Parallélépipedes égaux
2 un cube donné &, & qui ont pour un de leurs cotcs la
droite donnée 4, celui qui a la moindre fuperficie.
Nommant x un des deux cotés que P'on cherche, Pau-
vre fera £ 5 8 prenanc les plans alternatifs des trois corés
b, x, 7. du parall¢lépipede, leur fomme feavoiréx + %
+% fera la moitié de fa fuperficie qui doit étre un moin-
dre. Ceefk pourquoi concevant 4 I'ordinaire une ligne
courbe qui ait pour équation &% & 57 + I =5, Pontrou.
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vera en prenant la différence 2% — 224 — 5 d'ott l'on
tircxx =, & x =V ; de forte que les trois cotés du
parallélépipede qui fatisfait 4 la queftion, feront le pre~
micr 4, le fecond V5, & le troifiéme v, D'oit l'on voit

que les deux cotés que l'on cherchoir, font égaux en-
rleux.

Exemrre VIIL

55 ON demande préfentement entre tous les Parallé. Fre. 41.
lepipedes qui font égaux 2 un cube donné &/, celui qui a
la moindre faperficie.

Nommant » un des cdtés inconnus, il eft clair par I'é-
xemple precédent, queles deux autres coees feront cha-
cun V45 & partant Ja fomme des plans alternatifs qui
eft la moiti¢ de la fuperficie, fera £+ 2via'x qui doit écre

- . Lo wid i

wn moindre. Ceelt pourquoi fa différence — 2% v
= o, d’ol1 I'on tire x = &3 & par conféquent les deux
autres cotes feront aufli chacun == de forte que le cube
méme donné fatisfaic & la queftion,

Exemrre IX.

56. LA ligne 4 £ B étantdonnée de pofition fur unplan F1e. 41.
avec deux points fixes C, F; & ayant mené 4 un de fes
points quelconques 2 deux droites C2 (), PF (z); foit
donnée une quantité compofée de ces indéterminces »
& g, & de telles autres droites données «, 4, &c. qu'on
voudra, On demande quelle doit &cre la pofition des droi-
tes CE, £F, afin que la quantité donnée, qui en eft com-
pofée, foic plusgrande ou moindre que cetre méme quan-
tité lorfqu'elle eft compofée des drowtes €2, PF.
Suppofons que les lignes C£, EF ayenr la pofition re-
quife; & ayant joint CF, concevons unc ligne courbe DAL
telle qu'ayant menea difcrétion 29 M perpendiculaire fur
CF,l'appliqué g Mexprimela quantitc donnge: il eft clair
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que le point 2 tombanc au poine E, l'appliquée @ A7 qui
devient 0D, doit &tre lamoindre oula plusgrande de rou-
tes {es femblables. Il faudra donc que fa différence foit
alors égale 4 zero ou & I'infini : celt pourquoi fi la quan..
tité donnée eft par exemple ax + zg, I'on aura ade + 2zdx_
==o0, & par conféquent dx. —dz ::°2% . . D’oli 'on voit
déja que dz doit étre négative par rapport d du c'eft &
dire que la pofition des droites CE, EF doit &cre telleque
% croiffant, z diminue.

Maintenant fi I'on mene EG perpendiculaire 4 la ligne
AE B, &d’un de fes points quelconques G les perpendicu-
laires G Z,G/ fur CE, EF ;& qu'ayant uiré par le point e pris
infiniment pres de £, les droites CKe, Fe H, on décrive des
centres C, F les petits arcs de cercle EK, FH : on formera
les triangles ré@tangles £ LG & Eke, EIG & EHe, quife-
ront femblables entr’eux ; car fi on ote des angles droits
GEe, LEK leméme angle ZEe, les reltes ZEG, KEeferont
égaux ; on prouvera de méme que les angles 7EG, HEe
feront égaux. On auradonc GZ.GZ:: Ke (du). He (— dz)
::22.a, D'ottilfuit que Ja pofition des droites CE, EF doit
&rretelle qu'ayant menc la perpendiculaire EG furlaligne
AEB;lefinus GLde l'angle GECfoitaufinus G7 de 'angle
GEF, commes les quantités qui mulciplient dz fonta cel-
les qui multiplient dx. Ce qu'il falloit trouver.

COROLLAIRE.

57 Sr I'on veur a préfent que la droite CE foit don-
née de pofition & degrandeur, que ladroite £F le foit de
grandeur feulement, & qu'il faille trouver fa pofition,, il
elt clair que 'angle GEC érant donné, fon finus G Z le fera
aufli, & par confcquent le finus GZ de I'angle cherché
GEF. Donc fil’'on décrit un cercledudiametre EG, & que
V'on porte la valeur de G7 fur fa circonference de Gen 75
Ja droite EF qui paffe par le point 7 aura la pofition re-
uife.

Soit ax + 4z la quantité donnée ; on trouvera GZ7 ==
X7 5 d'obi I'on voir que quelque longueur qu'on don-
ne .
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ned FC &4 EF, la pofition de cette derniere fera tou-
joursla méme, puifqu'elles n’entrent point dansla valeur
de Gz, qui par confequent ne change point. Si 2 =4, il
eft clair que la pofition de EF doit écre fur CE prolongée
du coté de E; puifque GZ =G, lorfque les points ©, F
tombent de part & d’autre de la ligne AEB : mais lorf-

qu'ils tombent du méme cote, Pangle FEG doit écre pris Fic. 42.

egal 4 langle CEG.
Exemrre X

58. I_E cercle AER érant donné de pofition avec les
points €, F hors de ce cercle; trouver fur {a circonféren-
cele point £ tel que la fomme des droites CE, EF foit la
moindre qu'il eft poffible.

Suppofant que le point E foit celui que 'on cherche,
& menant par le centre 0 laligne OEG, il eft clair qu'elle
fera perpendiculairefur la ci érence 4EB; & partant
*quelesangles FEG, CEG feront égaux entreux. Si donc
I'on mene EFf en forte que Pangle EFO foit égal 4 Ian-
gle CEO, & de méme EK en forte que P'angle EK0 foit
égal a langle FEO, & les paralleles ED, EZa OF, OC
on formerales triangles femblables OCE & OEF,0F E &
OEK,HDE&KLZE;&ennommantles connues O Fou0.4
0u0B,450C,b50F,c; & les inconnues 0D ou ZE, x 5

DEou0L,yslonaura 0OH = %, 0K ="**, & HD
(x—%).DE (y) ::KZ(y—*~).ZLE (x). Donc
xx—2E = yy—"2, qui eft une équation i une hyper-

bole que I'on conftruira facilement,, & qui coupera le cer.
cle au poinc cherché £,

Exemrre XI

Fic. 42,

YAt 57.

59. ' In voyageur partant du lieu € pour aller au lieu fy, 43,

F, doit traverfer deux campagnes {éparées par la ligne

droite 4 £8. On fuppofe qu'il parcourt dansla campagne

du coté C l'efpace « dans le tems ¢, & dans I'aucre du
G
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cotéde F Pefpace dans le méme tems ¢ : on demande
par quel point £ de la drowe £ 7 il doit pafler, afin quil
employe le moins de tems qu'il eft poflible pour parve-
nir de Cen F. Si Pon fait «. CE (4):: ¢ ..Etb.EF
(%) ::e. . 1 eft clair que Zexprime le tems que le

7
voyageur employe a parcourir la droite C£, & de méme
que 7 exprime celui quiil employe 4 parcourir £7 5 de
forte que &+ % doit &wre un moindre. Dlodt il fhit
* quayant mené EG perpendiculaire furla ligne 425 le
finus de I'angle GEC doit écre au finus de langle GEF,
comme zcfta 6.

Cela pofe, fil'on décrit du point cherché £ comme cen-
trede I'intervalle EClecercle CGH , & qu'on mene fur la
droite 4Esles perpendiculairesC 4, HD,F B,& fur CE,EF
lesperpendiculaires GZ,G/3'onavraa.b::GL.GI. OrGL
=4 E,&G/=—=ED,parceque les triangles rettangles GEZ
& EC.A,GE/& EH D font égaux & femblables entr'eux,
commme ileft facile d prouver. Celt pourquoi fil'onnomme
Pinconnue 4, x;o0ntrouvera ED=="" : & nommant les
connues A8, /5 AC, g5 BF, h; lestriangles femblables

EBF, EDH donneront EB (f—x ) . BE(h) :: ED(%‘).

b, . b i
DH= ", Maisacaufe destrianglesré&anglesED H,

E.AC,qui oncleurs hypotenufes £/, ECégales, l'on aura

ED'+ DH ==EA4 + 4C’, celt a dire en termes analyti-

ques, 2= +‘—‘/?—_bf£;:_‘_ﬁ = xx + gg : De forte que

Grant les fractions , & ordonnant enfuite Pegalité, il vien-

dra aaxt — 2aafi’ + aaffxx — 2aafigx + aaffgg=o.
—bb - 26bf 4 aagg
— bbff

— bbhh
On peut encore trouver cette équation de la maniére
qui fit, fans avoir recours d I'éxemple 9.
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Ayant nomm¢ comme anparavant les connues 4B, £
AC, g3 BF, b & linconnue 4E, x5 onferaa. CE
(Vagr )i e 2EFE — aq rems que le voyageur
employe 4 parcourir la droite CE. Ec de méme 4. LF
(VFF—2f+ xn+ bb) :: ¢ YT xxet b

tems que le voyageur employe & parcourir la droite £F.

— i

Celquilfera Sze-txx

cxde Nez
s
==o;3d’u I'ontire, en divifant par cdx & en eant lesin.
commenfurables, la méme égalic¢ que ci devant, dont
Pune des racines fournira pour 4 la valeur qu'on cher-
che.

drg; & partant fadifférence

Exemrre XIL

60.So1t une poulie 7 qui pend librement au bouc
d’une corde CF atrachée en €, avec un plomb D fuf-
pendu par la corde DF B qui pafle au deflus de la poulic
F, & quielt actachce en 3, en forte que les pointsC, B
font ficués dans la méme ligne horizontale €.2. On fup-
pofe que la poulie & les cordes n’ayent aucune pefanteur;
& P'on demande en quel endroit le plomb D ou la poulie
F doic s'arrérer.

Il eft clair par les principes de la Mécanique que le
plomb D defcendra le plus bas qu’il lui fera pofible , au
deffous de 'horizontale €5 d'oi il fuic que la ligne &
plomb D F £ doit &tre un plus grand. C'eft pourquoi nom-
mant les données CF, 25 DFB, b5 CB, ¢ & I'inconnue
CE, x5 Ponaura EF=Vaz— xx.
& DFE="b—Vaiz~+cc— 20x + Vaz — xx qui doit &tre
un plusgrand; & partant fa différence W.a;i:_m ———7:;;
= o, d'olt I'on tire 265’ — 26cxx — aaxx 4 aacc = o0, &

G ij

a,

%, FB=Vaa+ cc— zix,

Fic.44
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divifant parx —¢, il vient 2cxx — aax — zac =0 , dont
Iune des racines fournic pour CEune valeur telle que la
perpendiculaire £ pafle par la poulic F & le plomb D
lorfqu'ils font en repos.

n pourroit encore réfoudre cette queftion d’une au-
tre maniére que voici.

Nommant £F, y; BF, %3 l'on aura b —z +y= iun
plusgrand; &partant dy = dz. Or il eft clair que la pou-
lie # décric le cercle CF 4 autour du point C comme
centre ; & partant {i du point £pris infiniment pres de F,
'on menc £ parallele 4 CB, & S perpendiculaire fur
BF,lonaura FR=dy, & FS =dz. Elles feront donc
¢égales entr'elles ; & par confequent les petits triangles ré-
&angles FRf, FSf, qui ont de plus 'hypotenufe Ff com-
mune, feront égaux & femblables; d’on I'on voit que I'an-
gle RFfclt égal d langle SFf, c’eft & dire que le point F
doit étre tellement ficué dans la circonference .4, que
les angles faits par les droites £F, F B fur les tangentesen
F foient égaux entreux : ou bien ( ce qui revient an méme)
que les angles BFC, DFC foient égaux,

Celapol¢, i I'on mene FH,en forte que I'angle F F C foic
égalilangle CFBou CF D;les triangles C BF,CFH feront
femblables; commeanffi les triangles réctangles ECF,EFH,
puifque langle CFEeft égal d langle FAE érant 'un & 'au-
tre le complément d deux droits, des angles égaux FHC,

CFD;&parconfcquenton aura CH=% , & HE (x—7%).

EF (y):: EF-(y) . EC (x). Doncxx — 2 —=yy = aa
— xx par la proprieté du cercle, d’oit I'on tire la méme
égalite que ci-devant.

Exemrre XIIL

61. L orLEvaTioy du pole étant donnée ; erouver e

jour du plus petit crépufeule. G
Soic Cle centre dela (phére; 4270 B H  le meridien;;

DA horifon; @ Ee7 le cexcle crépufculaire parallele
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4 Phorifon ; 4M N Bl’équateur; FEDG laportion du pa-
rallele a I'équateur, que décrit le Soleil le jour du plus
petic crépufcule, renfermée entre les plans de 'horifon
&ducerclecrépufculaire; 2lepoleauttral; PEA, PDN
desquarts de cercles de déclinaifon, L'arc g ou 07 du
méridien compris entre I'horifon & le cercle crépufcu-
laire ,& l'arc 02 de Iélevation du pole font donnes; &
par conféquent leurs finus droits C/ou FZ ou 9.1, & OF.
L’on cherche le finus CK de I'arc £M1 ou DN de la decli-
naifon du Soleil lorfqu'il décric le parallele £D.

S'imaginant une autre portion fedg d’un paralleled I'é-
quateur , infiniment proche de FEDG, avee les quarts de
cercles Pem, Pdns il eft clair que le temps que le Soleil
employe & parcourir I'arc £D, devant &cre un moindre, la
différence de l'arc A7V qui en eft la mefure, & qui de-
vient zn lorfque ED devient ed , doit &tre nulle; d’ot il
{uic que les petits arcs Azm, Nn, & par conféquent les pe-
titsarcs Re, Sd, feront égaux entr'eux Or les arcs RE, SD
érant renfermés entre les mémes paralleles £, ed, font
auffi égaux, & lesanglesen § & en R font droits. Donc les
petits triangles rétangles ERe, DSd ( que I'on confidére
comme réctilignes *a caufe de liofinie peritelle de leurs « 4, 5.
cotés), feront egaux & femblables ; & par conféquent les
hypotenufes Ee, Dd feronc aufli égales entr'elles.

Cela pof¢, lesdroites DG, £F, dz, ef communes fections
des plans FEDG, fedg paralleles d I'équateur , avec I'hori-
zon & le cercle crépufculaire, feront perpendiculaires
fur les diametres 770, @7, puifque les plans de tous ces
cercles font perpendiculaires chacun fur le plan du méri-
dien ; & les petitesdroites Gz, Ff feront égales entrelles
puifque les droites FG, £z font paralleles. DoncVDd —
ou DG — dg =VE: — Ff' oufé — FE. Or il eft clair
par ce que I'ona démontré dans l'article so. que fi I'on
mene 4 difcrétion dans un demi.cercle deux appliquées
infiniment proches, le petic arc quelles renferment, fera

Giij
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aleur différence, comme lerayoneft 4 la coulpc'e depuis
le centre, ce qui donne ici { 4 caufe des cercles HDO,
RET)CO.CG :: Ddou Fe. DG—dgoufe—FE:: 1R,
IF :: CO+129u0X.CG+ IF ouGL. Maisd caufedes
triangles rectangles femblables €770,CK G, F2G, 'onaura
C0.CG :: OV .GK. EtGK .GZ :: CK.FZ ou 2.&. Donc
OV .CK:0X . X.Q:: Q. XHparla propreté du cer-
cle: celtd dire que {i 'on prend @x"pour le rayon ou fi-
nus total dans le triangle rectangle 9 XA, dont l'angle
FHQ.xeftde g degrés, parceque les Altronomes font larc
FQ de 18 degres, I'on aura comme le finus total eftd la
tangente de g degrés, de méme le finus de I'elevation du
pole et au finus de la déclinaifon auftrale du Soleil dans
le temps du plus petic crépufcule. Dot il fuit que fi l'on
6te 0.8002875 du logarithme du finus de I'élevation du
pole; le refte fera le logarithme du finus cherché, Ce
qu'il falloit trouver.
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SECTION 1V.
Ufage du calenl des differences [’[ﬂmr trouver les points

dinflexion ¢ de rebroufiement.

OwMME Pon fe fervira dans la fuite des différences
fecondes,, troifiémes, &c. il eft néceffaire d’en don-
ner une idée avant que d’aller plus loin.

DreriNiTiON I

La portion infiniment petite dont la différence d’une
quantit¢ variable angmente ou diminue continuellement,
eft appelleela différence de Iz différence de cette quanticc,
ou bien fa différence feconde. Amfifil'on imagine une troi-
fiéme appliquée ng infiniment proche de la feconde mp , F1c. 46.
& quon mene mS parallele 4 43, & mFf parallele 3 S5
on appellera Fn la différence de la différence Rm, ou bicn
la différence feconde de PA1.

De méme i Pon imagine une quatriéme appliquée of
infiniment proche de la troifiéme ng, & qu'on mene 77"
parallele & 4B, & nZ parallele 4 S7'5 on appellera la dif-
ference des perites droites A7, Lo, ladifférence de la diffé-
resice [econde , ou bien la différence troifiéme de P M. Exainfi
des autres,

AVERTISSEMENT.

On marquera dans la fuite chague diffirence par un nombre de
d gui en exprime Lordre ou le genre. Par éxemple, on marguera
par dd L différence feconde ou du fecond genres par ddd, Lz
différence trorfiéme ou du troifiéme genre s parr dddd, L dyfféren-
ce quatriéme ox du quatriéme genve G~ de méme des autres.
Aumfiddy exprimera Hn, dddy, Lo — Hnow Ha— Loy e,

Ruant aux putffances de ces différences,onles marquera par des
chiffres pofiérienrsmis audeffus , comme l'on fait ordinairement
celles desgrandenrs entiéres. Paréxemple,le quarré, o le cube

de dy fera dy*, on dy's le quarré ,on le cube de ddy fera ddy, on
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ddy’; celui de dddy fera dddy*, on dddy'; telui de ddddy
fera ddddy?, ox ddddy’, .

CorROLLAIRE L

62. S 1l'on nomme chacune des coupées 4.2, 4p, 49, 4f;
x5 chacune des appliquées 221, pm, gn, fo, y3 & chacune
desportions courbes 441, Am, 4n, Ao, u 5 il elt clair que dx
exprimera lesdifferences 2, pg, gfdes coupdes ; dy les dif-
férences Rm, Sn, Todes appliquées ; & dx lesdifférences
2Mm, mn, no des portions de la courbe 4MD. Or afinde
prendre, par éxemple, la différence feconde Fn dela va-
riable 224, il faur imaginer fur I'axe deux petites partics
Pp,pg, & furlacourbe deux autres Afm, mn pour avoir les
deuxdifférences Rm, ‘n & partant (i Yon fuppofe que les
petites parties 2p, pq foient ¢gales encrelles ;1l eft clair que
dx fera conftante par rapporta dy & 4 du, puifque 2p qui
devient pg demeurelaméme pendant que Rz qui deyienc
Sn, & Mm qui devient 7z, varient. On pourroit fuppofer
que les petites parties de la courbe Azm, mn feroient €ga-
les entr'elles, & alors du feroit conftante par raprort adx
&4 dy; &enfin i Pon fuppofoit que Rz & S fuflent éga-
les, dy feroit conftante par rapport d dx & du, & fa dif-
férence FHn (ddy) feroit nulle.

De méme pour prendre la différence troifiéme de 221,
oula différence de ladifference feconde Fa, il faut ima-
giner fur I'axe trois petices parties 7p, p4, 4f s fur la courbe
trois aures Mo, mn, no ; & fur les appliquées auflitroisau-
tres Rm, Sn, 70 , &alors on aura dx ou dx oudy pour con-
frante, felon qu’on fuppofera que les petites partics 722, pq,
4f,0u Mm,mn, no, 0u Rm,Sn,To font égales entr'elles. Il en
eft de méme des différences quatri¢mes, cinqui¢mes, &c.

Tou ceci fe doirauffi entendre des courbes4 D, dont
les appliquées B, B, Bn partent toutesd’un point fixe s
car pour avoir, par éxemple, la différence feconde de BM,
il faut imaginer deux autres appliquées Zm, Bnqui faffenc
desangles A£8m, m Bninfiniment petits, &ayant décrit du
cencre 8 les petits arcs de cercle MR, mSs la diﬂ‘éren‘cc

des
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despetites droites R, Su,{era la différence feconde de 222
& l'on pourra prendre pour conftants les perits arcs MR,
m$, ou les petites portions de la courbe Mm, mn, ou enfin
les perites droites &, $n. Il-en va de méme pourles diffé-
rences troifiémes, quatricmes, &c. de I'appliquée B4.

REMARQUE.

63. O N doit bien remarquer, 1°. Qu'il ya différens or- Fie. 46.
dres d'infiniment petits: que R, par ¢xemple, eft infini-
ment petite par rapport a 2, &infiniment grande par
rapporta Hn;deméme que 'efpace A12pm eltinfiniment
petic par rapport a I'efpace 42 M, & infiniment grand
par rapport au rriangle M Rm.

20, Que la difference enticre Zfelt encore infiniment
fenrc par rapportd 4.2 parceque toute quantité qui eft
a fomme d’un nombre fini de quantites infiniment peti-
testelles que 2p, pg, gf par rapport d une autre 42, de-
meure toujours infiniment petite par rapport 4 cetre mé-
me quantité : & quafin quelle devienne du méme ordre,
il fane que le nombre des quantités de Lordre inferievr
qui la compofe, foic infini,

Cororrarre IL

64. ON peut marquer en cecee forte les différences fe-
condes dans routes les fuppofitions poffibles.
1°. Dans les courbes ou les appliquées mR, 1S font pa- Fie. 43,

ralleles entrelles, on rtolongcm la petite droite Afmen 49-
H ot clle rencontre Pappliquée 87 5 & ayant décrit du
centre, de Fintervalle zz, Iarc ak, on tirera les petites
droites #/, /i, keg parallelesamS &a Sn. Cela pofe, fi I'on
veut qué dx {oit conftante, c’eft 4 dire que MR foir éga-

lea mS; il eft clair que le triangle S H eft femblable &
égal au triangle MRm, & qu'anfi Hneft ddy, Ceft & dire

Ia difference de Rm & Sn, & Fk == ddu. Mais (i 'on fup-
pofe que du foit conftante, c'eft i dire que Afm = mn

ou 4 mk. il eft évident alors que le triangle mgk eft fem-
blable & égal au triangle ARm, & quaini ¢ !-=l ddy, &
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Sgou ¢n == ddx. Enfin fi I'on prend dy pour conftante,
celt 4 dire m R =8, il s'enfuit que le triangle mi/ eft
¢égal & femblable au triangle A7Rm, & quainfi 28 ou #/
=ddx , & lk= ddu.

2°, Dansles courbes dont les appliquées B2z, Bm, Bn par-
tent d’un méme point B, l'on decrira du centre B lesarcs
MR, mS, que l'on regardera* comme de petites droites
perpendiculairesfurBm, Bns & ayant prolongé Mm en E,
& décrit du centre 7, de lincervalle mn, le petit arc 2k E,
on feral'angle EmH = mBn,& l'on tirerales petites droi-
tesnl, i, keg paralleles d S & 4 Sn. Celapofe, 4 caufe du
triangle BSm rédangleen §, Pangle BmS 4 mBn, ou 4+
EmH vaut un droit , & partant I'angle Bz E vaur un droit
w Sm il vaut aufli le droit MRm ~+ R Mm, puifqu'il et
externe au triangle R Afm. Donc I'angle SmH = R Mm.

11 fuic de ceci, i°. Que fi P'on veur que dx foit conftante,

ceft a dire que les petits arcs MR, mS {oient égaux en-
tr'eux, le triangle §m A fera femblable & égal au triangle
RMm, & quainfi Hn==ddy, & Hk = ddu. 2. Que i
I'on prend du pour conftante;, le criangle gm# fera fembla-
ble & égal au triangle RMm, & qu'ainfi k exprimera ddy
& Sg ou ¢n, ddx. Enfin, 3°. Que fi 'on prend dy pour con-
ftante, les triangles im/, R Mm feront égaux & fembla-~
bles; & qu'ainfi i§ ou /n = ddx, & lk = ddu.

ProrosiTioNn L
Probléme.

65. P RENDRE Ja différence d'une quantité compofée de
différences quelcongues.

On prendra pour conftante la différence que 'on vou-
dra, & traiccanc les avtres comme des quantités varia-
bles, on fe fervira des regles prefcrites dans la Section
premiere.

La différence de’, en prenant dy pour conftante

fora Aoberddy 8¢ dxd —pdhddx oy orenantdy pour conftante,
% x &P
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Celle de YZXT | en prenant dx pour conftante, fera
2 A= IS ivifé par dx, c'eft 4 dire
dzydx* +dy + Vm,le tout divifé pardx,
dudnta dzdyiob 2dyddy
AxV it =y
fera dzdoVdx + dy* *#‘& — xddxVdx =+ dy*,le tout

y

dxdet aededrdyt — 2dyrddy

AzdxiEAME G A
iV

A dy

La différence de VA_{f}‘, en prenant dx pour con-

; & en prenant dy pour conftante, clle

divifé par dx?, c’eft 4 dire

Vider
:
frante, fera dy - yddyVdx + dy — 3/ ydytddy

le rout di-
Vo o
.

vifé par dx* +dy, c'eft i dire

I { Axtdy* 4= dyd — ydydxddx
prenant dy pour selle fera P

@t Vi Ay on Dt - Ayi

3
o 3
Ladifférencede Txddy —dzag; >CNPre-

:
— 3dxdyddydxt A Ay * e drdidydziae dy*
nantdx pour conftante, fera =3 & LW;' SAEaE

Mais il faut obferver que dans ce dernier cas il neft
pas libre de prendre dy pour conltante, car dans cetee fup-
pofition fa différence ddy feroit nulle; & par conféquent
clle ne devroit pas fe rencontrer dans la quantité propo-
{ee.

DrrinNiTION IL

Lorfqu'une ligne courbe 4FK eft en partie concave .

& en partie convexe vers une ligne droite 47 ou vers
un point fixe B le point £ qui fépare la partie concave
de la convexe, & qui par conféquent eft la fin de I'une
& le commencement de l'autre, eft appellé point d’snfé-
xion, lorfque la courbe érant parvenue en F continue fon
chemin vers le méme c6té : & point de rebrouffement lors
quelle rebroufle chemin du coté de fon origine.

524530
54+55+

Hij
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Prorostrron IL
Probléme général.

66. L A nature de Lz ligne courbe AFK érant donnée , déter-
miner le point &'infléxion ou de rebrouffement F.

Supofonsen premier lieu que la ligne courbe 4FK ait
pour diametre unc ligne droite 4 5, & que fes appliquces
2P, EF, &c.foient toutes parallcles entrelles. Sil'on me-
ne par le point 7, I'appliquee F £ avec la tangente FZs &
par un point quelconque 27 de la partie 4F, une appli-
quée M2 avee une tangente M7 : il cft clair,

1°. Dans les courbes qui ont un point d'infléxion, que
la coupée A4 P croiflant continuellement, fa partie 47" du
diametre, interceptée entre l'origine des x & la rencontre
dela rangente, croit auflijufqu’a ce que le point 2 tom-
be en E, apres quoi elle va en diminuant ; d’ott 'on voic
que 47 étant appliquce en 2, doit devenir un plus grand
AL lorfque le point 2 tombe fur le point cherche £.

2°. Dans celles qui ont un point de rebrouflement, que
la partie 47 croiffant continuellement, la coupée 42
croit auffi jufqu’d ce quele point 7 tombe en Z, apres quoi
elle va en diminuant ; d’ott I'on voir que 42 etant appli-
quée en 7" doit devenir un plus grand AE lorfque le point
Z tombeen Z.

Orfil'onnomme 4E,x;EF,y3l'on aura 42 =’% — X%,
dont la différence, qui eft 244 —— dx (en fupofant
dx conltance ), érant divifée par dx différence de 4 £, doit
&tre* nulle ou infinie ; ce quidonne — 242 — o ou 4 'in-
fini: de forte que multipliant par dy', & divifant par — y,
il vient ddy==o ou & I'infini ; ce qui fervira dans la fuire de
formule générale pour trouver le point d'infiéxion ou
de rebrouflement 7. Car la nature de la courbe 4 F K
crant donnée, I'on aura une valeur de dyen dv s & pre-
nant la difference de certe valeur, en fuppofant dy con-
ftante, on trouvera une valeur de ddy en dx*, laquelle
¢érant égalee d'abord & zero , & enfuite 4 l'infini, fervira
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dans l'une ou l'autre de ces fuppofitions & trouver pour
AE une valeur telle que I'appliquée EF aille couper la
courbe 4FK au paint d'infléxion ou de rebrouflement F.

L'origine ¢ des x peut &tre tellement fituc que 4L =x
— 2, aulieude X —x, & que 4Z ouAE foic un moin-
dre au lieud’€ere un plus grand: mais commela conféquen-
ce eft toujours la méme, & que cela ne peut faire aucune
difficulté, je ne m'y arréterai pas. 1l eft 4 remarquer que
AL ne peut jamais Eere = x ~+ %2, carlorfque le point 7/
tombe de l'autre c6té du point 2, par rapport & l'origine
A des x, la valeur de 2 fera négative fuivanclarticle 1o,
& par conféquent celle de — 24+ fera pofitive,, de forte
qu’on aura encore ence cas AE~+EL.OU AL =x— ’“ﬁ.

Laméme chofe fe peucencore trouver de cette autre ma-
niére. Il eft clair qu'en prenant dx pour conftante, & fuppo-
fantque Pappliquée y augmente, §z eft moindre que S H ou
queRmdansla partie concave & plusgrande dansla conve-
xe. D'oltI'on voit quelavaleur de 7 (ddy) doit devenir de
poflitive négative fous le point d'infléxion ou de rebrouffe-
ment F;& partant * qu'elle y doit écre ou nulle ou infinie.

Supquons enfecondlieu que lacourbe 4F K aitpour ap-
pliquéesles droites BAL, BF,B.M, qui partent toutesd’un
méme point B. Si 'on mene telle appliyuce B qu'on vou.
dra, avec une tangente M7 qui rencontre BT perpendis
culaire 4 BAf av point 7'; & qu'ayant pris le point 7 infi-
nimentpresde A7, lontirel'appliquée B, latangente mz,
&la perpendiculaire Bt fur Bim, qui rencontre M7 en 05 il
eft vifible (en fuppofant que 'appliquée BAf, qui devient
Bm, augmente) que dans la partie concave, B¢ furpafle 70,
& qu'au contraire elle eft moindre dans la partie convexe 5
de forte que fous le point d’infléxion ou de rebrouflement
F, la valeur de Oz doit devenir de pofitive négative.

Cela pof€, fi I'on décrit du centre 7 les petits arcs de
cercleAf R, 7 H,on formerales triangles femblables m R M,
MBT, T HO, &les petits {¢&eurs femblables BAIR, BTH.
Nommant donc BAL,y 5 MR, dx s l'onaura mR (dy) . RM

Hiij
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(dx) :: BM(y). BT =4 :: MR (dx). TH =%5:: TH
42). HO==1. Orfil'onprendla différence de BT (%)
en fuppofant dx conftante, il vient Bz — B7 ou Ht==
Ll =2 ddd) 5 & partant O H+Hitou Of == Lsiedpzaduddy,
Doiuil fuit en multipliant par dy?, & divifant par dx, que
la valeur de dx* + dy* — yddy fera nulle ou infinie fous le
oint d’inflexion ou de rebrouflement £. Or la nature de
aligne 4FK crant donnee, I'on aura des valeurs dedyen
dx, &de ddy en dx*, lefquelles étant fubftituées dans dx*
=+ dy* — yddy, formeront une quantité , qui étant egalée
d’abord a zero, & enfuite a linfini, fervira d trouver pour
BF une valeur telle que décrivant du cencre B, & de ce
rayon un cercle, il coupera la courbe 4 F K au point d’in-
flexion ou de rebrouflement F. Ce qui étoit propofé.
Pour trouver encore la méme chofe d’une autre maniére,
il faut confidérer que dans la partie concave l'angle BmE
furpafle 'angle Bmn, & quau contraire dans la convexe il
eft moindre ; & partant que 'angle BmE — Bma ou Emn,
ceft adire 'arc Ex qui en eft la mefure, devient de pofitif
négatif fous le point cherché 7. Or prenant dx pour con.
ftante, les triangles rédangles femblables HmSy Hnk,
donneront Fm (du). mS (dx) s Fn(— ddy). nk=— 242,
on l'on doit obferver que la valeur de Hneft négative ,
parceque B (y) croiffant, Rm (dy) diminue. Mais d caufe
des fé&eurs femblables BmS ,mEk,l'on aura Bm (). mS
(dx):: mE (dn) . Bk = 452 & partant Ek+ kn ou En =
Aede —ydddd Dot il fuit en multipliant par ydu, & divi-
fant par dx, que du* — yddy ou dx* + dy* — yddy doit de-
venir de pofitive, négarive fous le point cherche F.
Sil'on fuppofe que y devienne infinie, les termes di*
& dy* feront nuls par rapport an terme yddy 5 & par confé-
quent la formule dx* + dy* — yddy = o ou 4 l'infini, fe
changera en cette autre — yddy = o ou 4 I'infini, c’eft &
dire en divifant par —y, ddy = o0 ou & Finfini, qui eft la
formule du premier cas, Ce qui doit aufli arriver, puifque
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les appliquées B, BF, BM deviennent alors paralleles.

COROLLAIRE.

67. Lu RSQUE ddy =o, il eft clair que la différence Fic. 52.
de A4 Z doit écre nulle par rapporca celle de 4E; & par-
tantque les deux rangencesintiniment proches 7.Z,/Z doi-

vent tomber I'une fur I'autre, en ne faifant qu'une feule li-
gnedroite 7 Z. Mais lorfqueddy = a l'infini , la diff¢rence Fis. 55
de 42 doit étre infiniment grande par rapport 4 celle de

AE, ou(ce qui elt la méme chofe ) la différence de 4E

eft infiniment petite par rapporta celle de# Z ; & par con-
féquent L'on peut mener par le méme point F deux tan-
gentes FZ, F/ qui faflent entr'elles un angle infiniment

petic ZF/

De méme lorfque dx’+-dy*— yddy == o, il eft vifible que F1e. 56. 57.
0Ot doitdevenir nulle par rapport 4 A7 R3& qu'ainfiles deux
tangentes infiniment proches A/7, m¢, doivent tomber
T'une fur Pautre, lorfque le point A7 devient un pointd'in-
fiéxion ou de rebrouflement : mais au contraire lorfque
dx*+ dy* — yddy = 4 I'imfini, O¢ doit &cre infinie par rap-
port & MR, ou ( ce qui eft la méme chofe ) A7R infini-
ment petite par rapport 4 0« & par conféquentle point
doit tomber fur le point A7, c’elt 4 dire qu'on peut me-
ner par le méme point M deux tangentes qui faflent en-
tr'elles un angle infiniment perit, lor{que ce point devient
un point d’infléxion ou de rebrouflement.

1l eft evident que la tangente au poinc d'infléxion ou
de rebrouflement 7, étant prolongée, touche & coupe
la courbe #4FK dans ce méme point.

Exemrre I

68. S ot une ligne courbe #FK qui ait pour diame- Fro. 8.
tre la ligne droite 43, & qui foit tcﬂe ue la relation de

la coupee AE (x) & Iappliquée EF (y), foit exprimée par
Iéquation axx = x«y +aay. Il 'agit de trouver pour AE

une valeur telle que l'appliquée EF rencontre la courbe

AFK au point d'infléxion 7.
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L’équation i la courbe eft y = —***_; & partant dy

T an)
241, PRIy o .p
= prenant ia différence de cette quantite en
e

fuppofant dx conftante , & I'égalant enfuite 4 zero, on

1814 X SEoF s’ — Salandst x FHAL__ 5 ce qui mul-
Fx s

tiplié par Xx + 7a*, & divifé par 24'dx* x xx + a,donne

trouve

| ¥x+aa— gxx=o, d'ol l'ontire 4E (x) =a V}.

Fre. 59.

Si I'on met 4 la place de xx fa valeur Laa dans I'équa-

tion 4 la courbe y —= %=

ax
e
forte quion peut déterminer le point d’infléxion F fans
fuppofer que la courbe 4FK foit décrite.

Sil'on mene 4C parallele aux appliquées EF, & éga-
led la droite donnée #, & qu'on tire CG parallele 4 4B,
elle fera afymprote de la courbe #4FK. Car fi 'on fuppo-
fe x 1nfinie, on pourra prendre xx pour xx + 245 & par-

tant Péquation 4 la courbe y = %= fe changera en

on trouve EF (3) = tas de

celleci y=a.
Exemrre IL
3 ) i . | S5
69. Son‘y—-a: —4%. Doncdy=ix —a 7dx,
7 A
& ddy = — 3 14x‘=;~——j%f =7, en prenant dx
pour conftante. Or fi I'on fuppofe cetre fraction égale 4
2€ero0, on trouve — 6dxt = o3 ce qui ne faifant rien con-
noitre, il la faut fuppofer infiniment grande ; & par con-
féquentfondé i 2py%— 4 infini petitou
zero, D’olt linconnue AE (%) = a.

Exemrre IIL

70. Coirune demi roulette allongée 4FK dont la bafe
BK furpafle Ja demi.circonférence 4D Bdu cercle géncra-

reur qui a pour centre le point C. Il sagic de dé:crmir}er
ur
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furle diametre 4B, le point E, en forte que lappliquée EF
aille rencontrer la roulette au point d'infléxion F.

Ayant nommé les connues 4D B, a3 BK,b5 AB, 25 &
les inconnues AE, x5 ED, z; larc 4D, u5 EF, y5 l'on
aura par la propricté de la roulerre y == x + i“, & par-
tant a’}:__d(—a-fﬂ Orpar la proprieté du cercle ]’on aura

=Vzix — %X, &:;‘7‘

Donc mettant pour J3 & dg leurs valeurs, on trouve dy
acd

J&du(Vdrrds) =

Vaex—xz

- svdx e beds. ,dontla différence(en prenantdx pour

bex — ace —bee xdx*
conﬂanre)donnc glotal

=o;3d’ottl'ontire 4E

v —x XViex —xx
(x)=c+§F , RCE=F.

1l eft clair quatin qu'il y ait un point d'infléxion 7, il
faut que 4 furpafle 5 car s'il éroit moindre, CE furpafle-
roit CB.

Exemrre IV,

7t Ox demande le point d’infléxion F de la Con.
choide A FK de Nicomede, laquelle a pour pole le poine
P, & pour afymptote la droite BC. Sa proprieté eft telle,
qu'ayant menc du pole 2 dun de fes points quclconqucc
Fla droite 2F, qui rencontre !d(\mptute BCen D; la
partie DFelt toujours égale a une méme droite donnde.a,

Ayant mené P4 perpcnduulaxre, & F L parallelea B,
on nommera les connues 4800 FD, a3 BP, b5 & les in-
connues BE, x5 EF,y5 & tirant DZ para]lclc A B4, les
triangles femblables DZF, PEF donneront DZ (+). ZF

(Vaw —wx) :: PE (b x). EF (y) = t¥5Vei—5

o
s + anbix

dont la différence cft dy = Si donc on

prend la différence de cette qu wntire, & qu ‘on I'égale 4

zero, on formera I'égalité e e 0
= Vad = R

F1c. Go.
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qui fe réduit d 6 4 7bxx — 24ab =0, dont Pune des ra-
cines fournit pour BE la valeur cherchée.

Si @ =4, 'equation précedente fe changera en cette
UL &'+ 3axx — 24’ =0, laquelle crant divilée par x+ 4,
donne xx 4 2ax — 200=03 & partant BE (x) = —a
+Vzaa.

5 Autrement.

n prenant pour appliquees les lignes ZF qui partent
du pole 2, & el:x fe {el:}:ax?r de la fo%mule *;}M}/P—_.: dx*
= dy*, dans laquelle dx a ¢été fuppofee conftante. Ayant
imaginé une autre appliquée Pfqui fafle avec 2F l'angle
F Pf infiniment petir, & decritdu centre 2 les perits arcs
FG, DH,onnommera lesconnues 48,45 B2, 65 &lesin-
connues PF, yi PD, % & I'on aura par la propriecé de
la conchoide y =z + 2, ce qui donne dy = 4 rd
caufe du triangle rédtangle DBL, DB = Vzi —
caufe des triangles femblables DBP & dHD, PDH &
PFG,Vonaura DB(Vig —bb). BP (4) :: dH (dz ). HD

b bz

=533 EAPD(%). PF(x+ )i HD (y7=5;) - FG i)
bxdz = abdz ot 1 . P 1]

= ya=i Drolt I'on tire dz ou dy == b

dont la différence eft ( en fuppofant dx conftante ) ddy
pa bt —abixdzdy _ (itaaabsi—abE x dx?

= TErava—u ]

tant pour dz fa valear. Donc fi I'on fubftitue dans la

formule générale * yddy == dx* +dy' 4 la place de y fa

valeor g -+, & de dy & ddy les valeurs que I'on vient

de trouver en dx & dx*; on formera cetre équation

bxdet oo
bt quife réduica

en met-

200 — 3bbz — abb=10, dontI'une des racines augmentée
de « fournic la valeur de l'inconnue 7F,

Si a= 6, 1'on aura 22} — z.4az—a'=o, qui érant divi-
fée par g+ a, donne 28 —azx — §'=o, donr la réfolu-
tion fournit PF (%)== +4 + LaVy=22L1,
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ExemrrLe V.

72. Soir une aure efpece de Conchoide AFK , telle Fie. 6o,
qu'ayant mené d’un de fes points quelconques F au pole
2 la droite F qui coupe l'afymprote BC en D, le rectan-
gle 7D x DF foit toujours égal au méme rédtangle 2.8 x
B4. On demande le point d'infléxion 7.
Si Yon nomme lesinconnues BE, x5 EF,y; &les con-
nues 4B8,a; BP,b;onauraPD x DF=ab; &lesparal.
leles BD, EF donneront 7D x DF (ab). PB x BE (bx)
21 PE ( bb 4 2bx + xx + yy ). PE' (bb + 2bx + xx ).
Donc bbx + 2bxx + & o yyx==abb 4 2abx + axx , ou

56 430 . Zabar— s
Wttt sy e s
= Vax — xx + V77, dont la différence donne dy

—asdy rendz e abd
- 2xVax —xx

5 & prenant encore la différence,

5 — — 73 = ] .

LIS o5 Bt , qui fe réduit
F=

wix Vaz =t
s 3 N,
dx =, valeur de Pinconnue BE.

on forme I'égalicé

ot kel ot A o abd: T
Si 'on faic —""%"/—"'—'—" valeur de dy égald zero,
Pon aura xx — Lax + ab = o, dont les deux racines

At ViR —tab & a—Vii—tab iffent, lorfque # fur-

% 7
pafle §4, deux valeurs de BH & BZ,telles que I'appliquée Fic. 61.
FH M eft moindre que fes voifines, & I'appliquée £ & plus
grande, c'cft 4 dire que les rangentes en A/ & NV feront

aralleles d I'axe 485 & alors le point E tombera entre

es points H & Z.

Maislorfquea = &5, les lignes B, BE, BZ feront éga- F1c. 62
les chacune & %a; & alors la tangente au point d'inflé-
xion F fera parallele d Paxe 4B." Et enfin lorfque « eft
moindre que &4, les deux racines feront imaginaires; &
par conféquent 1l n’y aura aucune tangente qui puifle &cre
parallele d I'axe,

1ij
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On pourroit encore réfoudre cetee queftion en prenant
pour appliquées les lignes P £, Pf; qui partent du pole 2,
& en fe fervane de la formule yddy = dx* + dy*, comme
Fon a fait dans I'éxemple précédent.

ExemrrLe VL

73- So 1t uncercle 45D qui aic pour centre le point
B, avec uneligne conrbe 4 FK telle qwayant mend a dif-
crétionle rayon BFE, le quarré de FE foit égal au rédtan-
gle de 'arc 4 par une droite donnée 4. 11 faut détermi-
ner dans cette courbe le point d’infléxion F.

Ayant nommé l'arc 4£, 75 le rayon B4 ouBE, a;&
Pappliquée BF, y5 onaura ég-=au — 2ay+yy, & (enpré-
nant les dxffcrenccs)i;‘—“lz dz= Ee. Or a4 caufe
des {é&eurs femblables BEe, BFG, on fera BE (a). BF
(7) 22 Ee (P922Y) 16 (de) =24=0%  dont la
différence, en fuppofant dx conftante, donne gydy*—zady*

iy — ayidy*
S —rawt)

=+ 2ypddy — 2ayddy — o & partant yddy =

Sidonc on fubftitue a la place de dx* & yddy leurs valeurs

en dy* danslaformule généraleXyddy— dx*+-dy*,on forme-

adymydy’ 4y — Saytdy’ e anyydy’ e aabbdy?
=t

ral’équation e
quife réduitd gy'—r20y'r21ay'—qa'yy+ aably—2a't6
=0, dont la refolution fournira pour BF la valeur cher-
chée.

1l eft évident que la courbe AFK, que I'on peut appel-
ler une Spirale parabolique ,doit avoirun point d'inficxion
F. Carlacirconférence 4 £D oe différant pas d’abord fen-
fiblement de la rangente en , il fuit de [a nature de la
parabole quelle doit d’abord étre concave vers cetre tan-
gente, & qu'enfuite la courbure de la circonférence au-
tour de fon centre devenant fenfible, elle doit devenir con-
cave vers ce centre,
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Exemrerr VIL

74 Sort une ligne courbe AF K qui ait pour axe la
droite 4, dont la propricté foit telle qu'ayant mene unc
rangente quelconque B qui rencontre 43 au point B,
la partic interceptée 4 3 foit toujours 4 larangente BF en
raifondonnée dez a n. 1 eft queftion de dérerminer le
point de rebrouflement 7.

Ayant nommé lesinconnues & variables 4 £, x  EF, y5

Tonaura £B

_.L:]i(parceque x croiffant, y diminue ),
Vi
FR=NEEE

Or parla propricté dela courbe,, AE
+EBOHAB(1L7/"§/\'EF(W/J;‘T.;T,:) el Done

iyt

Wy Vg

= Ty nxyddy —nxdp o fuppofant dx conftante &
St

Ty = Ve

MY dx e dy % — ndx, & fa différence donne y:

négative ; d'olt Ion tire ddy
Maintenaot i I'on fait cette fraction ¢gale 4 zero, on
trouvera — ydx — xdy=o; ce qui ne fait rien connoi-
tre. Ceeft pourquoi il faut fuppofer certe fraction éga-
le & Pinfini, ceft 4 dire fon dénominateur ¢égal 4 zero;

244 caufe de

nxd,

ce qui donne V' dyt ="""

Iéquationla courbe,d’ot I'on tire dx:

quarrant chaque membre de I'équation mydy =n<v =i
dyVmmyy—nnxx __ nnxxdy — mmyydy
nx ol na .

on trouve encore dx =

d’ott I'on tire enfin ymm — in==nx; ce qui donne cette
conftruction,

Soit décritdu diametre 4D =m,undemi-cercle 47D
& ayant pris la corde D /=», foit tirée I'indéfinie 47, Je
dis qu'elle rencontrera la courbe 4FK au point de re-
brouflement F.

Liij

F1c. 64.
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Carayant mené 7 H perpendiculaire 3 48, les triangles
rédangles femblables D74, 7H 4, FE-A donneront DI
(n). 14 (Ymm—un):: IH.HA :: FE (y). E4 (x) .
& partant yVium — s = ax qui ¢roit le lLieu a con-
ftruire.

1l eft clair que BF eft paralleled D7, puifque 4B. BF
22 AD (m). DI (n). d'ott il fuic que langle 4FB elt
droit; & partant que les lignes 48, BF, BE font cn pro-
portion continue,

On peut trouver cette méme proprieté fans aueun cal-
cul, i I'on imagine * au méme point de rebrouffement F
deux rangentes £ B, Fb quifaflent encr'ellesunangle BF6
infiniment petit. Car décrivant du centre F le perit arc
BL,onauram.n:: Ab.bF:: AB. BF :: Ab— AB ou
Bb.bF—BFoubL:: BF.BE. caufe destriangles ré-
&angles femblables 86z, FBE. Donc, &c.

Sim==n, il eft évident que la droite 4F deviendra
perpendiculaire fur l'axe 485 & qu'ainfi la tangente F.3
fera parallcled cer axe; ceque l'on fcait d'ailleurs devoir
arriver, puifqu'en ce cas la courbe 4 £ doit étre un demi-
cercle qui ait fon diametre perpendiculaire fur Paxe 4.8,
Mais fi 7 étoit moindre que #, il eft évident qu'il n’y au-
roit aucun point de rebrouflement, parcequ'alors I'équa-
tion yVmm— nn = nx renfermeroit une contradiction,
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SEcTION V.

Ufage du calcul des differences pour trowver
les Déelopées.

DEFINITION.

1 I'on congoit qu'une ligne courbe quelconque BDF Fic. 65
concave vers le méme coté, foit envelopee ou en-

touréed’un fil #BDF, dontl'une des extrémités foit fixe
en F, & l'autre foic tendue le long de la tangente 5.4, &
que I'on fafle mouvoir 'extrémite 4 enla tenant toujours
tendue & en dévelopant continuellementlacourbe BDF ;
il eft clair que I'extrémité 4 de ce fil décrira dans ce mou-
vementunc ligne courbe 4 K.

Cela pofé , la courbe BDF fera nommée la Dévelopic
de la courbe 4H/K.

Les parties droites 4B, HD ,KF dufil 4BDF feront
nommees les rayons de la dévelopée.

CororLLAIRE L

75 DE ce que la longueur du fil .43 DF demeure tou-
jours la méme, il fuit que la portion de courbe BD eft
égale 4 la différence des rayons DA, B.A qui partent de
fes extrémités ; de méme la portion DF fera ¢gale ala dif-
férence des rayons FX, DH ; & la courbe entiére BDF 4
la différence des rayons FK, BA4. D'ott l'on voit que fi le
rayon BAdela courbe éroit nul, c’eft 4 dire que fi 'ex-
erémité 4 du fil tomboit fur Porigine B de la courbe BD F,
alorsles rayonsde la dévelopée D#7. FK feroient cgaux
aux portions D, BDF de la courbe BDF.

Cororrarre IL

76- S 1 l'on confidérela courbe ZDF commeun poligo- Fre. 6.
ne BCDEF d’une infinité de coeés; il eft clair que Pexeré-
mité 4 dufil 4 BCDEF décrit le petit arc 4G qui a pour
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centre le point C, jufqu’a ce que fe rayon CG ne faffe plus
qu'une ligne droite avec le petic c6té CD voifin de C.B5
&de méme qu'elle deeric le petit arc GH qui a pour cen-
tre le point D, jufqu’a ce que le rayon DA ne fafle plus
quune droice avec le petic coté DE; & ainfi de fuice jul-
qu'd ce que la courbe BCDEF foir entiérement develo-
pee. La courbe .4 HK peut étre donc confidérée com-
me Paflemblage d'une nfinité de perits arcs de cercle
AG,GH, H1, IK, &c. qui ont pour centre les points C,
D, E, F,&c. D'otuil fuir,

1°. Que les rayons de la dévelopée la touchent con-
tinuellement comme DA en D, KF en F, &c. Etquils
font tous perpendiculaires d la courbe 4 HK quiils décri-
vent,comme DH en H, FK en K,&c¢. Car D H, paréxem-
ple, eft perpendiculaire fur le pecit arc GF & fur le pe-
ticarc 17, puifquelic pafle par leurs centres 1), E. Do
I'on voit, 19, quela developce BDF termine Pefpace ot
tombent toutes les perpendiculaires 4 la courbe AHK.
20 Que fi Pon prolonge un rayon quelconque HD qui
coupe le rayon 48 en R, julqu'd ce quil rencontre vn
autre rayon quclconque KF en S, l'on pourra toujours
mener de tous les poines de la parcie RS deux perpendi-
culaires fur la courbe #H K, excepté du point touchant
D duquel onn’en peur mener quune feule, fGavoir DA
Carileftclair que interfe@ion R des rayons.4 B,D H par-
courttous les points de Ja partie RS, pendant que le rayon
A B Jdécriepar fon exerémite 4l ligne 4 HK fur laquelle
il eft continuellement perpendiculaire : & que les rayons
AB, HD ne fe confondent que lorfque I'interfection &
tombe fur le point touchant D.

20, Que fi 'on prolonge les petits arcs FG en /, ZFH
enm, K7 en n, &c. vers Porigine 4 du dévelopement,
chaque petit arc comme ZH touchera en dehorsfon voi-
fin HG, parceque lesrayons C 4, DG, EH, FZ vont tau-
jours en augmentant,  mefure que les petitsarcsquicom-

. o
pofentlacourbe 177 s'cloignent du point.#. Par la méme

raifon fi I'on prolonge les petits arcs 4G eno, GH en p,
Hi
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HI eng, vers le cétc oppofé au point A; chaque peric
arc comme F7 touchera endeflous fon voifin 7K. Or puif-
que les poines H & 7, D & Epeuvent &tre con ﬁd_(:rc’s com-
me tombant I'un fur l'autre 4 caufe de Pinfinic petiteffe
tant de Parc F47,que du c6té DE ; il senfuit que fi I'on
décrit d’an point quelconque moyen D de la dévelopée
BDF comme centre, & de {on rayon D uncerclemHp,
il rouchera en dehors la partie F7.4 qui tombera toure
entiere au dedans de ce cercle, & en dedans de 'autre
partie HK qui tombera toute cnticre au dehors de ce
méme cercle : c’elt a dire qu'il rouchera & coupera Ja
courbe 4 F/X au m&me point A,de méme que latangen-
te au point d'infléxion coupe la courbe dans ce point.
3°. Le rayon HD du petit arc HG, ne différanc des
rayons CG, EF desarcs voifins G4, F1Z, que d’une quan-
tité infiniment petice CD ou DE; il s'enfure que pour peu
qu'on diminue le rayon DF, il fera moindre que CG, &
quainfi fon cercle touchera en deflous la partie /7.4 ; &
qu'au contraire pour peu qu'on laugmente,, il furpaffera
HE, & quain(i fon cercle touchera en dehors la partie
HK : de forte que le cercle mHp eft le plus petit de rous
ceux qui touchent en dehors la partie 7.4, & au contrai-
re le plus grand de tous ceux qui touchent en dedans la.
partie HK : c’eft & dire qu'entre ce cercle & la courbe on
n'en peut faire pafler aucun autre.
4°. Comme la courbure des cercles augmente 4 pro-
portion que leurs rayons diminucar, il s'enfuit que la
courbure du petit arc Ff/{era & la courbure du petir arc
AG réciproquement comme le rayon B4 ou CA4 de ce
dernier eft 4 fon rayon DA ou EH: c'efta dire que la cour-
bure en F7 de la courbe 47K ferad facourbureen_4 com-
me le rayon B.4 au rayon DF; & de méme que la cour-
bure en K efta la courbure en A commele rayon D Freft
au rayon FK. D'olt 'on voit que la courbure de la ligne
AHK diminue continuellement 4 mefure que la ligne
BDF fe dévelope ; de forte qu'au point .4, ol commence
ledevelopement, elle eft la plus grande qu'il eﬂ{omblc;
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& au point K, ot je fuppofe qu'il ceffe, la plus perite.
5°. Que les points de la dévelopée ne font autre chofe
que le concours des perpendiculaires mences par les ex-
tremicés des petics arcs qui compofent la courbe A4 HK.
Par éxemple, le point D ou E eftle concours des perpen-
diculaires D, ZE du petitarc HZ; deforte que fi la cour-
be4HK eftdonnéeavecla pofition d'une de fes perpendi-
culaires D, pour trouver le point D ou E, ouelle tou-
che la dévelopée, il ne faur que chercher le point de
concours des perpendiculaires infiniment proches /D,
ZE:ceft ce qu'on vaenfeigner dansle Probléme qui fuit.

ProrosiTionNn L
Probléme général.

77 LA natare de la ligne courbe AMD étant donnér avec
ane de fes perpendiculaires quelconzue MC déterminer la lon-
guenr du rayon MC de fu dévelopie : C'eff a dire le concours
des perpendiculaires infinimens proches MC, mC.

Suppofons en premier licu que laligne courbe 421 Daic
pour axe la ligne droite 2 fur laquelle les appliquées
2 M foient perpendiculaires. On imaginera une autre ap-

liquée mp, qui fera infiniment proche de 222 ;5 puilque
rc point 7 eft fuppof€ infiniment prés de 27. On mene-
ra par e point de concours C une parallele CEd I'axe 43,
laquelle rencontre les appliquées A¢.2, mpaux points £, e,
Enfin menant /R parallelea 43, on formera les trian-
gles réctangles femblables A7 R, MEC ; car les angles
E MR, CMm érant droits, & l'angle CAZR leur érant
commun, 'angle EMC fera égal 4 I'angle RA0m.

Sidonc I'on nomme les données 42, x5 PM, y 5 I'in
connue AME, 53 'on aura Eeou Pp ou MR=dx, Rm=dy
—dz, Mm=Vdx'+ dy's & MR (dx). Mm(Vix*~dy")
+: ME (3). MC=2/42%4" O le poine Cétantle cen-
tre du petit arc Mo , fon rayon C2£ qui devient Cr lorf
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ue EAraugmente de fadifférence R, demeure leméme.

Sa différence fera donc nulle : ce qui donne ( en fuppo-

Agdxt 4= dedyt 4= zdyddy
Z d

fant dx conftante ) =05 d’olt lon tire

e dy
_ dedstaedzdt _dstamdpt ;
ME (z) == == gz ¢n mettant pour dz fa
valeur dy.

Suppofons en fecond lieu que les appliquées B A1, Bm Frc. 68.
partent toutes d’'un méme point B. Ayant mené du point
cherché C fur les appliquées, que je fuppofe infiniment
proches, les perpendiculaires CE, Ce, & ddcrit du centre
B le petit arc 2R on formera les triangles réctangles
femblables R Arm& EMC,BMR,BEG & CeG. Ceftpour-
quoi nommant M, y3 ME, x5 MR ,dx; on aura Rin
=dy, Mm = Vdx" 4 dy', CE ou Ce = %, & MC
=24 +4" Oarrouvera enfuite, comme dans le pre-

] : .
mxercas,y\=f%'$‘/— .Or BM (y). Ce(32):: MR
(). Ge="2L & me— MEou Rim— Ge = dg="0=3Y,
Donc en mettant ceee valeur 4 la place dedz, I'on aura

Ay
ME(R) =,

Si l'on fuppofe que y foit infinie, les termes dy» & dy*
feront nuls par rapport a yddys & par confcquent cette
derniere formule fe changera en celle du cas précédent.
Ce qui doit auffi arriver ; puifque les apphquées devien-
nent alors paralleles encr'elles, & que arc AR devienc
une droite perpendiculaire fur les appliquees.

Maintenanc lanatare dela courbe .4 A/D érant donnée,
on trouvera des valeurs de dy* & ddy en dx*,ou de dx* &
ddy en dy*, lelquelles érant fubftituees dans les formules
précédentes , donneront pour A7 £ une valeur délivrée des
différences, & entierement connue. Ec menant £C perpen-
diculairefur A7E, elle ira couper A7C perpendiculaire &
la courbe, au point cherché €. Ce qui étoit propofé,

Kij
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Cororrarre L

78. A caufedes trianglesré@angles femblables A7 Rméc
Ty A A
— iy 2

S oy I e
& dans le fecond cas MC=23% =D

MEC,l'on aura dansle premier cas MC=

REMARQUE

79 Y Ly a encore pluficurs autres maniéres de crouver
les rayons de la dévelopce. Jen metrrai ici une partie,
afin de donner différentes ouvertures i ceux qui ne pofle-
dent pas encore ce calcal.

DPremier cas powt les courbes dont les appliqudes font
perpendiculaires a laxe.

Premiere maniére. Soit prolongée A7R en G ol elle
rencontre la perpendiculaire mC. Les angles droits
MRm, MmG donneront RG = :—l—x ; &par conféquent MG
= 55;:&1. Or 4 caufe des triangles femblables 22,

2422 ( les points 2, g marquent les interfedtions des
perpendiculaires infimment proches A1C, mC avec I'axe

AB) il vient M,Q:/'Ld:'\‘/‘, I’,_GL:/:%; & partant

A_Q/:x-q-%. dont la difference donne ( en prenant dx
pour conftante) Q7= dx+ 2-F2% ;& i caufe destrian-

gles femblables 446,07, Pon aura MG—0g (22, MG

i e VT A MRS
() o mg (HEm ™) Mo =220,

Seconde maniére. Ayant décrit du centre C le petie
arc 00, les petits triangles rédangles 207, MRm ferong
femblables , puifque a4m, 80 & MR, Qg font paralleles;

e .
& parcant M (Vs dy). MR (dx):: Qg (=4 F244),

29=%»_‘%§7,1ﬁ' Or les fé@eurs femblables Cazm,
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=3 R R
c20 dennen:Mm—_ﬁO(#]ﬁ) . Mm (Vdx* +dy’)-

Vi
- T AR B AT
'-MQ( %) MC= —dzddy

Troifiéme maniere. Menant les tangentes infiniment
proches M7, mt, on aura PT— AP ou AT =*5—x,
dont la différence donne 77— — 2442, & décrivant du
centre m le petit arc 7H , on formera le triangle ré&tan-
gle H7¢femblabled Rm M, car les angles HeT, RMm ou
2LTM font égaux, ne différantentr'enx que de 'angle 7me
qui eft infiniment petit ; ce qui donne Afm (Vdx*+dy*).

dxddy — ydxddy g
mR (dy) :: Tt (—" :)1" -TH:W. Or les fé-

&eursZmH, MCm fontfemblables,car I'anglezms+MmC
vautun droit, & I'angle AzmC + A£Cm vaut aufliun droit
4 caule du triangle Cfm confideré comme ré@tangle en

M. Donc TH (— 525 ) ptm (i dy) :: Tm

3 AV dxt iy
VAt dk AT dp Yzt
ou TM(*—=2L). MC— e T

Quatriéme maniére. On marquera * les différences fe- * 4. 64.
condes en prenant dy pour conftante ; & les triangles ré- Fic. 69,
&angles femblables FmS, Fnk donneront Fm on Mm
(Vdx' + dy*). mS ou MR (dx):: Hn(—ddy). nk
= — a5 Orlangle kmnelt dgal d celui que font
entr'elles les tangentes aux points A7, m 5 & partant com.
me l'on vient de prouver, égala 'angle A7Cm s d'on il fuit
queles féeurs nmk, MCm font femblables, & qu'ainfi n4
(— Acldy -). mk ou* Mm (Vdxt =+ dy') :: Mm * gn.,,
(V=) mo=TFTV T
ou Mm pour mk, parcequelles ne différent entr'elles que
de la petite droite H# infiniment moindre qu'elles; de

méme que A7 eft infiniment moindre que Rz ou .
Kiij

. On prend mE
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Second cas pour les courbes dont les appliqules partent

dun méme point fixe.

Premiére maniére. Ayant mené du pointfixe B les per-
pendiculaires 37, Bffur les rayonsinfimment proches €47,
Com; les triangles ré&anglesm ALR, B MF, quifont fembla-
bles (puifqu'ajotitant aux angles mAfR, B A F le méme an-
gleF MR, ls compofent chacunun angle droit), donneront

ik = UK iffé-
MFou MH=; e & BF= e dont la diffé.
rence (en prenant dx pour conftante) eft Bf— BF ou Hf

RN | Ora caufe des fédteurs femblables
C.Mm,CHI, on forme cette proportion Mm— Hf . Mm
T g Vi A
:: MH. MC, & partant MO =ty s
Seconde maniére. On marquera * les différences fecon-
des en fuppofant dx conftante ; & les fécteurs femblables
BmS,mEkdonneront Bm (). mS (dx) :: mE (Vdx*~dy*) .
Eh= M‘;_*'.L‘. Or 4 caufe des triangles ré&angles
{emblables FmS, Fuk, 'on aura Emou Mm (Vdx'+ dy’).
mS ou MR (dx):: Hn(—ddy) .nk = ——24_ ¢
Vidxr -yt *
Axt e ddyt — yduddy L
partant Ln=="—", =5 ; & prenant une troific-
me proportionnelle & Er, Emou Mm, les fé@eurs fem-

blables Emn, MCm donneront pour 24C la méme valeus
qu’auparavant.

Si I'on nomme Mm (Vdx + 2/‘ , dus & qu'on pren-
ne dy pour conftante au lieu de dx, on trouvera dans

le premier cas MC = 7‘:&, & dans le fecond asc

dut B
= m'i’_’_ﬁz- Et enfin fi Pon prend du pour conftan-

» i _ dvdu dydu
te, il vient dans le premier cas aC ST 75OV

( parceque la différence de dx* =+ dy* = du’ cft dxddx
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-u-d;ddy:a,&qu‘ainﬁ_:‘:,lj ;L—); & dans le fecond ,

___ydxdn yAydu
MC = i az; O Ty -y *
CororrAarre IL

8o. C oM ME l'on ne trouve pour ALE ou MC qu'une Fre. 72.
feale valeur, il s'enfuic quune ligne courbe 422D ne peut
avoir qu'une feule developée BCG.

Cororrarre IIL

81. St la valeur de ac£ (‘i::r;ﬁ ou (&%} Fic.67.68.
eft pofitive, il faudra prendre le point £ du méme coté
de I'axe 4.8 ou du point B, comme I'on a fuppofé en fai-
fanc le calcul ; d’ottl'on voic que la courbe fera alors con-
cave vers cet axe ou ce point. Mais fi la valeur de ME
eft négative , il faudra prendre le point £ du'coté oppo-
1¢é ; d’otr I'on voit que la courbe fera alors convexe. De
forte qu'au point d’infléxion ou de rebrouflement qui fe-
pare la partie concave de la convexe, la valeur de ME
doit devenir de pofitive négative ; & partant les perpen
diculaires infiniment proches ou contigues doivent deve.
nir de convergentes divergentes. Or cela ne fe peut fai-
re qu'en deux maniéres, Car ou clles vont en croiffant 4
mefure quelles approchent du poine dinfléxion ou de
rebrouffement ; & il faudra pour lors qu'clles deviennent
paralleles, c'eft d dire quele rayon de la dévelopée foit in-
fini: ou elles vont en diminuant; & 1l faudra néceflaire-
ment alors qu'clles combent Pune fur I'autre, c'eft 4 dire
que le rayon de la dévelopée foic zero. Tout ceci s'ac-
corde parfaitement avec ce que 'on a démontré dans la
{é&ion précédente.

REMARQUE.

877- Cone lon acra jufqu'ici que le rayon de fa
dévelopée croit toujours infiniment grand au point d'in-
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fiéxion,, il elt 4 propos de faire voir qu'il y a, pour ainfi
dire, une infinité de geares de courbes qui ont toutes
dans leur point d'infléxion le rayon de la dévelopée égal
4 zero, au lieu qu'l n’y ena qu'un feul genre danslequel
ce rayon foic infini.

Fie.75. Soit B.AC une des courbes qui ont dans Jeur point d'in-
ficxion  le rayon de la dévelopée infini. Sil'on dévelope
les parties 2.4, 4C, encommengantau point A5ileft clair
quon formera une ligne courbe DAE qui aura au(i un
point d'infiéxion dansle méme point.4, mais dont lerayon
de la dévelopée en ce pornt. fera égal 4 zero. Et fi 'on
formoit de la méme forte une troifiéme courbe par le
dévelopement de la feconde D AE, & une quatriéme par
le dévelopement de la troifiéme, & ainfi de fuite 4 I'in~
fini; il eft clair que le rayon de la dévelopce dans le point
dinfléxion 4 de toutes ces courbes, feroit toujours ¢gal
a zero. Donc, &c.

PrRorosiTrionN IL

Probléme.

Fre. 7. 83. T Ro v ER dans les courbes AMD, oi Paxe ABfair
avec la rangente en A un angledroit | le point B oil cet axe
touche la divelopée BCG.

Si l'on fuppofe que le point Ardevienne infiniment prés
du fommet 4, il eft clair que la perpendiculaire A7.9 ren-
contrera I'axe au point cherché 2 5d’ou il fuic que fi 'on
cherche en général la valeur de 2@ (%47 ) enx oueny,
& qu'on fafle enfuite x ou y = o, on déterminera le
point 2 4 tomber fur le point 4, & le point @ fur le
poine cherché B c'eft d dire que 2@ deviendra alors
¢galea la cherchée 248, Ceci s'éclaircira par les éxem-
ples qui fuivent.

Exemrre L

Fic. 72, 84 Sot1lacourbe 424D une Parabole qui aic pour
para.
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parametre la droite donnée 2. L'équation 4 la parabole
) T { ade 2 iiad N -0
elt ax =yy, dont la différence donne dy e =
prenant la différence de cette derniere équation, en fup-
pofant dx conftante, on trouve ddy = =%, Subftituant
sxVax
enfin ces valeurs i la place de dy & de ddy dans la formu-
Jo 4xViE
ad]

S aura * ME=&§E=\/Z}+~7‘
Ce qui donne cette conftruction.

Soit menée par le point 7" ot la tangente 277 rencon-
tre l'axe , laligne 7 E parallele 3 41C5; je dis qu'elle ren-
contre AP prolongée au point cherché E. Car les angles
droits MPT, MTE donnent MP (Vax). PT (2x) :: PT
(2x). PE= ;’Z = ‘ifi;; & par conféquent M2 + PE

]

Deplusa caufe des triangles réangles 720, M EC, 'on
aura PAM(Viiw) . PQ(-a) : ME(Nax +*5) .ECou PK
=1a +2x & partant QK == 2x. Ce qui donne cette
nouvelle conftruction,

Soit prife @ double de 42, ou ( ce qui revient au
méme) foit prife PK égale a 70, & foit menée XC pa-
ralleled Paz. Elle rencontrera la perpendiculaire 2/C en
un point C qui fera 4 la dévelopée BCG.

Autre maniére. yy = ax, & 2ydy=adx dont la différence
(en fappofant dx conftante) donne 2dy* + zyddy = o 5 d'oit
Pon tire — ddy= ‘]’—L Er mertant cette valeur dans la

dxtedyt Yt eyt

formule»’_:;’;r' ,on rrouve*ME:-’%— 5 & partant
_ ydpreyde gy ydr

EC ou I’K—~———,‘/“ =% 9 =22+ 2T on

7.2, Ce qui donne les mémes conftructions qu'aupara-

.. i d: N

vant.CarMP. PT::dy. dx:: PT (57) PE=L02 0.
L

*Art.77.

tArt. 77,
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Pour trouver a préfent le point B ot I'axe 4B touche
la dévelopée BCG. On a I’Q(’{;’) =14 Or comme
cette quantité eft conftante, elle demeurera todjours la
méme en quelque endroit que fe trouve le point 2. Et
ainfi, lorfqu’il combe fur le (omme:A I'on aura encore
P2 _quidevient en ce cas 48

Pour trouver la narure dela dgvelopee BCG 4 la ma-
niére de Defcartes. On nommera la coupée BK,#5 I'ap-
pliquée KC ou PE,+; d'ot I'on aura CK(z) = “'7”
& AP+ PK— AB(u}—-;x 5 rncmm( donc pour x fa va.
leur § # dans I'équation #==£22% J'on en formera une

nouve]le 27att== 764 qui exprimera la relation de BK &
KC. Dot I'on voit que la dévelopée BCG de la parabole
ordinaire eft une feconde parabole cubique dont e para-
ametre eft égal 4 22 du parametre de la parabole donnée.

Il et vifible que ]a dévelopée CBC de la parabole com-
mune entiere M4 M a deux parties CB, BC qui ont leurs
convexités oppofées 'une 4 I'autre, de forte qu'elles for-
ment en 3 un point de rebrouflement.

AVERTISSEMENT.

On entend par courbes geométriques AMD, BCG celes
dont la relation des coupes AP, BK a#x appligaces PM,KC,
Jé pet exprimer par une équation oi il ne [e rencontre point
de différences 5 @ on prend pour gcomcmque rout ce gu'on
pent ﬁzm par le moyen de ces lignes. L'on /»p[aﬂ ici que les
coupées € les appliguées [oient des lignes droites.

COROLLAIRE

5)’ LOMQUE la courbe donnée 42D eft geomérri-
que, il eft clair que 'on pourra tou]ours trouver (comme
dans cet éxemple ) une équation qui exprime la nature de
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fa dévelopée BCG 5 & quainfi cetre dévelopée fera auffi
geométrique, Mais je dis de plus quelle fera réctifiable,
ceft-d-dire qu'on pourra trouver geométriquement des
lignes droites ¢gales 4 une de fes portions quelconque
BCscarileftévident *que 'on déterminera avec le fecours
delaligne 41D, quiclt geométrique, fur la rangente CAL
dela portion BC, un point M tel queladroite 24 ne dif-
férera de la portion BC que d’une droite donnée A3.

Exemprre IL

86. Sorr l1a courbe donnée A7DAL une hyperbole en.
tre fes afymptotes , qui ait pour équation az = xy.

On aura 22 = x, —"—;}1ﬁ ==dx, & fuppofant dx con-

. i 3 F i

ftante,* "”'u)]:""”"y =o;3d’olt'on tire ddy:‘—%—s&

Axtadndyt oy ik g YRR ydyt

mectant cetee valeur dans™—7, il vient £ == 200
d) dx .

de forte que EC ou PK=—1 —"‘;7. Ce qui donne ces

conftructions.

Soit menée par le point 7' ol la rangente /7" rencon-
tre lafymprote 4 B, la ligne 7§ parallele d 7C & qui ren.
contre M2 prolongée en § 5 foit prife ME cgale d la
moiti¢ de MS de I'autre cbeé de 'afymptote (que I'on re-
garde ici comme I'axe) parceque fa valeur et négative;
ou bien foit prife 2K ¢gale 4 Ja moitié¢ de 7@ du méme
coté du point 7': je dis que i I'on mene EC parallele ou
KC perpendiculaite & 'axe , elles couperont la droite A7C
an point cherché C. Car il eft clair que MS= 2 by

ar 1
o T e
&que7Q =77+ 7

Si I'on fait quelque attention fur la figure de I'hyper-
bole M D At, on verraquefa dévelopée C2C doit avoir un
oint de rebrouffement £ ,de méme quela dévelopée de
a parabole. Pour le déterminer je remarque que le rayon
D4 de la dévelopée eft plus petit que tout autre rayon

Lij

*Art. 75,

Fi6.74.

At 1.

* drt. 77
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MC ; douil fuit que la différence de fon expreflion ¥

=AY il i o
A VIAaE | AT di s fera*nulle ou infinie. Ce
—dxddy — dddy

qui donne , en prenant todjours dx pour conftante,

— byl T T o dedddyTE AR T
Ayt
*
divifant par e+ dy* *, & multipliant enfuice pardxddy’,
on tire cette équation dx’dddy + dy'dddy — ;dyddy* = o
ou <o, qui fervira 4 trouver pour x une valeur ¢ A telle
que menant Pappliquée HD & le rayon DZ dea dévelo-
pee, le point Z fera le point de rebrouflement cherché.
On a dans cet éxemple y = ? , dy = —"‘i, ddy
— 6andxt A
=1 diddy = =S4 Creft pourquoi metcant ces va,
leurs dans I'équation précédente, on trouve 4H (¥ ) = a.
Dot il fuit que le point D eft le fommer de I'hyperbole,
& que les lignes 4D, DZ ne font qu'une méme droie 4Z
qui en eft I'axe,

==oou o0; d'ouen

x%

Exemrre IIL

87. So 1T 'équation générale y” == x qui exprime la
nature de roures les paraboles a 'infini lor(que I'expofant
mmarque un nombre pofitif entier ou rompu, & de toutes
les hyperboles lorfquil marque un nombre négarif.

On aura my™ ~'dy==dx dont la différence donne , en

prenant dx pour conftante , mm —my® ~dy* o my" "

ddy=o;& endivifanct parmy™~", il vient —ddy =)":'j~l““i

TS Axt Ay .
ot mettant cette valeur dans "ﬁ";"f » on tirera* ME

=

=&’L“}' 5 & partant EC ou PK =
iy

Ce qui donne ces conftructions géncrales.

Soit menée par le point 7' ot la tangente M7 rencon-
tre l'axe 42, la ligne 7' parallele d A7C & qui rencontre
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P prolongée au point §' foit prife M E = "= MS,
ou bien foic prife K === 7Q: il eft clair que fi 'on
mene par le point E une parallele, ou par le point X une
perpendiculaire d I'axe, ¢lles rencontreront 21C au point
cherché C.
Si m eft négatif, comme il arrive dansles hyperboles,
Ia valeur de AM/E fera négative ; & par confequent elles
feront convexes versleur axe qui fera alors une alympto-
te. Mais dans les paraboles ot # eft poficif, il peur arri-
ver deux cas. Car ou 7 {era moindre que z,& alors elles
feront convexes du coté de leur axe , qui fera une tan-
ente au fommet : ou 7 furpafle 7, & alors elles feront
concaves vers leur axe qui fera perpendiculaire au fom-
met.
Pour trouver dans ce dernier cas le point B ot I'axe

AB touche la dévelopée. Ona I’Q(’}? = %;3 ce
qui donne trois différens cas. Car ou m == 2, ce qui n'arri-
ve que dans [a parabole ordinaire , & alors 'expofant de y
€tant nul, cetee inconnue s'évanouit ; & par confequent
AB=1,clt-d-dire dla moiti¢ du parametre. Oum elt
moindre que z, & alors l'expofant de y ¢ranc pofitif,
elle fe trouvera dans le numerateur, ce qui rend {en I’é-
galant*a zero) la fraction nulle: c'eft-a-dire que le point
B rombe en ce cas fur le point 4 comme dans la feconde
parabole cubique axx = ', Ou enfinm furpafle 2, & alors
Iexpofant de y érant négatif, clle fera dans le dénomi-
nateur, c¢ qui rend ( lorfqu'elle devient zero) 1a fraction
infinie ; ’eft-4-dire que le point A cft infiniment ¢loigné
du point 4, ou (ce qui eft la mEme chofe) que I'axe 4.3
eft afymprote de la dévelopée comme dans la premiere
parabole cubique wx ==y, On peut remarquer dans ce
dernier cas que la dévelopée €20 de la demi- para-
bole 4D a un point de rebrouflement Z ; de forte
que par Je dévelopement de la partie 20 continuée 4 'in.
fin, le point D ne dCcrit que la portion determinée DAs
L iij

F1c. 74«

Fre. 75.

F1c. 72.

*Arn. 83,

Fic. 76,

Fic, 77.
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au lieu que par le dévelopement de Iautre partie ZC con-
tinuée aufli a V'infini, il décrit la portion infinie D Az

On déterminera le point Z de méme que dans 'hy-

1
perbole. Soit par éxemple zax =y’ on y=x7, onaura
= -5 -2
dy =1 dy, ddym=—2x " Vdx', dddy = 1257 Vd;
& ces valeurs érant fubftitades dans I'équation dx*dddy
w+dy*dddy — 3dyddy* = o, on trouvera* A H(x ) =575 -
1l en eft ainfi des autres.
ReEmarque

88. EN fuppofant que  furpaffe z, afin que les para-
boles {oient rotjours concaves du coté de leur axe , il
peuc arriver différens cas. Car fi le numerateur de la fra-
&ion marquée par melt pair, &le dénominateur impair ;
toutes les paraboles tombent de part & d’autre de leur axe
dans une pofition femblable 4 celle de la parapole ordinai-
re. Mais {i le numerateur & dénominateur font chacunim-
pair; elles ont une pofition renverfce de part & d’autre de
leur axe, en forte que leur fommet 4 cftun poine d'inflé-

xion, comme la premiere parabole cubique x =y ou

aax =y Enfin {i lc numerateur €tant impair, le déno-
minateur eft pair; elles ont une pofition renverfée du
méme coté de leur axe, en forte que Jeur fommer 4 eft
un point de rebrouflement, comme la feconde parabole

3
cubique x == y* ouaxx==y). Touc cela fuit de ce qu'une

niffance paire ne peur pas avoir une valeur négative.
Cela pofé, il eft évident,

1°, Que dans le point d’infléxion 4, le rayon de la dé-
velopée peutétre i grand c. lans aax =y,
ou infiniment petit comme dans sax’=y".

29, %}c dans le point de rebrouflement A4, le rayon de
la dévelopée peut étre ou infini comme dans a'xx =y',
ou zero comme dans axx ==y,
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3°. Qu'il ne senfuit pas de ce que le rayon de la deve. Fic. 73,
lopée eft infini ou zero, que les courbes ayent alors un
point d’infléxion ou de rebrouflement. Car dans #'x = y*
il eft infini, dans ax’=y* il elt nul; & cependant ces pa-
raboles tombent de part & d’autre de leur axe dans une
pofition femblable 4 celle de la parabole ordinaire.

ExeEmrre IV.

89- Sorr la courbe 427D une hyperbole ou une ellipfe Fie.78. 79+
qui ait pour axe 4F(a), & pour parametre AF(%).

. fabs= bex
On aura parla proprieté de ces lignes y=V — 7z
Lpraah — atbbix* K
d/: b 2624 &diy_ 3 I SRANSI

2Vaabz o abxz | 4#nbx 5 4abxx Vanbx o abxx

i Y iy
donc I'on met ces valeurs dans 22Vt 4

expref-
fion générale de* a1c, on trouvera dans ces deux courbes p1C * Arr. 78.

#alh = 4bbx b 4b5%% S ganbx o 44bxx Vaabb o 4#bbx A 4bbrr - 4aab% T 4abrx
= 2aibh
M

= L“ : ;;ui(que de part & d'autre M0 (ﬂ—%:"—dﬁ)

bb o 4nbbx 4 4bbxx 4 4aabx 3= 4abxx

Ce qui donne

i
cette conftruction qui fert aufli pour la parabole.

Soit prife A/C quadruple de la quatrié inuelle.
meat proportionnelle au parametre 4F & 4 la perpendi-
culaire A7 Q termince par I'axe  le point C ferad la déve-
lopée.

Si I'on fait x==o, onaura* 48 =14. Et fi l'on fait dans *4r.8;.
Pellipfe x =4, on trouvera DG=ri:Ei, c'eft-d-dire Fie.79.
¢galdla moiti du paramerre du petit axe. D'oi I'on voit
que dans 'Pelllgfe la dévelopée BCG fe rermine en un
Eomt G du petit axe DO ot elle forme un poine de re-

rouffement ; au lieu que dans la b I’hyperb
elle étend 4 l'inﬁni.q R ey e T
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Si @ =4 dans lellipfe, il vient A4C =1 a3 d'otril fuit que
tous les rayons de la developée font egaux entr'cux, &
quelle ne fera par quent qu’un point : c’eft-a-direq
Pellipfe devient en ce cas un cercle quia pour dévelopée
fon centre. Ce que I'on fGait d'ailleurs écre veritable.

Exemrre V.

Fic.8c. 90. S o1t la courbe 4D une logarithmique ordinai-
re,dont la natureelt telle qu'ayant mené d'un de fes points
quelconqueazla perpendiculaire 7.2 fur 'afymptote K 7,
& latangente 4175 la fourangente £7 foic toujours égale
4 la méme droite donnée .

Onadonc I’T("f):ﬂ, d’ott 'on tire d]:J—f’i, dontla

2,

diﬂ‘érencedonne,enprenant zlxpour conftante, dfy=""

dxt e d
—ddy
AME — ==X & partant EC ou PK =

qui donne cecte conftraction.
Soit prife PK égaled 70 du méme cété de 7, parce-
que fa valeur eft negative ; & foit menée KC parallele &
P M : je dis qu'elle rencontrera Ja perpendiculaire A7C

au point cherché ¢, Car 79 =222

Si I'on veut que le point A7 foic celui de la plus grande
courbure, on fe fervira de la formule dx'dddy + dy*dddy
*Art.86. — 3dyddy* = 0, que I'on a trouvée * dans I'éxemple fe-

L7
A

*Art77. =‘~f§; & metrant ces valeurs dans , on trouve ¥

= PN Ce
&

cond ; & mettant pour dy, ddy, dddy, leurs valeurs
’:j‘ila Z:,il , on trouvera PM (y)==av's.

1l eft clair, en prenant dx pour conftante , que les ap-
pliquces y font entr'elles comme leurs différences dy ou
%‘i; d’outil fuic quelles font aufli une progeeflion geo-
métrique. Car fi 'on congoit que Pafymptote ou I'axe 2K
foit divifé en un nombre infini de petites parties ¢gales
Ppou MR, pfoums , fg ounH, &c. comprifes entre llgs

appli-
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appliquées 2 M, pm, fn, go, &c. V'on aura P . pmm:: Rm . Sn
22 P M-~Rmou pm.pm=Sn ou Fn. On prouve de méme
que pm. fn :: fir. go, & ainfi de fuite. Les appliquées 727,
m, fin, go, &c. feront donc entrelles une progreflion geo-
meétrique.

ExemrrE VI

9L S o1t la courbe 42D une logarithmique fpirale,
dont la nature eft relle qu'ayant mené d’un de fes points
quelconque Af au point fixe 4, quien eft le centre, la
droite M4 & la tangente MZ'sVangle.4 M7 foit par tout
le méme.

Llangle 4MT ou Am M étant conftant, la raifonde mR
(dy) & RM(dx) fera aufli conftante. 1l faur donc que la
difference de dij__(oir nulle ; ce qui donne (en fuppofant dx
conftante) ddy =o. C'elt pourquoi effagant le terme yddy
dans M’:;;V_‘y;‘—dl expreflion * générale de A7E lorfque
les appliquces partent toutes d’'un méme point, on trouve
ME =y, ceft-d.dire ME==_4M. Ce qui donne certe
conftruction,

Soir menée AC perpendiculaire fur 421, & qui ren-
contre en C la droite 21C perpendiculaire 4 Ia courbe;; le
point C fera dla dévelopée 4CB.

Les angles 4 M7', ACM font €gauy, puifqu’étant joints
T'un & l'aucre au méme angle 71 C ils font un angle
droit. Ladévelopée 4CG fera donc la méme logarithmi-
que fpirale que la donnée 41D, & elle n'en differera
que par fa pofition.

Si on fuppofe que le point C de la dévelopée 4CG
¢tant donné, 1l faille determiner la longueur C A1 de fon
rayon en ce point, qui *eft egal 4 la portion 4C qui fait
une infinit¢ de retours avant que de parvenir en 7 il
eft chir qu'il n'y a qu'a mener 441 perpendiculaire fur
A C. De forte que fi 'on mene 47 perpendiculaire fur

M

Fic, 81.
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AM, la tangente M 7 fera aufli égale 4 la portion 421
de la logarithmique fpirale donnée #MD.

Si I'on congoir une infinité d’appliquées A A, Am, An,
Ao, &c. qui faflent entr'elles des angles infiniment petits
& égaux; il ett clair que les triangles M .Am, mAn, nAo,
&c. feront femblables, puifque les angles en 4 font égaux,
& que par la proprietc de la loganthinique, les angles
enm, n, o, &c. le font aufli. Ec partant A0 . Am :: Am.
An. Et Am. An:: An. Ao. &ainfi defuite, D'ot l'on voit
que les appliquées 4, Am, An, Ao, &c. font une pro-
greffion geomerrique lorfqu'elles font entrelles des an-
gles égaux.

Exemrre VIL

92- Sort la courbe 421D une des fpirales & l'infini,
formée dans le fc&eur BA D avec une propriete telle
qu'ayank mené un rayon (luclconquc AMP , & ayant
nommé larc entier B2D, b5 fa partie B2, 5 le rayon
ABouAP, a5 & fa partie 4 M, y; on ait cette propor.
tion 6.z :: a”,

L’équation 4 la fpirale 427D c{}y":‘%‘i,dont ladif.

i

férence donne my™~idy=""% Or i caufe des fécteurs
femblables 4A1R, A Pp, V'on aura AM(y). AP (a):: MR

(dx). Pp(dz) = 5’:5. Mettant donc cette valeurdla place
de dz dans I'équation que I'on vient de trouver, on aura

my"dy = "m; "5 dont la différence ( en prenant dx pour

conftante ) elt mmy™~'dy’ + my"ddy=o; d'ott en divi-
fant par my™ =", l'on tire — yddy == mdy*; & partant ME*

ydst ey ydet deydyt )
(wtsar=5a5) = Tiamaca > ¢ qui donne cette

conftruction.

Soit menée par le centre  la droite 740 _perpendi-
culaire fur AAf, & qui rencontre en 7'la rangente M7,
&en g la perpendiculaire MQ; foitfait 7.4 -+ m+7.A40.
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7.9 :: MA. ME. Je dis que menant EC parallcle DT,

elie’ira rencontrer M.9_en un point ¢ qui feradla deve-
lopee.

Car 2 canfe des parallelesMRG, T A0 I'onaura MR(dx)

vty . . g
+m+7RG(L). MG (dx + )T A+ mF 1AL TR,

A __ il
= AM@) ME= 2220

Exemrre VIIL
93 SOIT AMD une demi. roulette imple, dont la bafe Fic. 8.
BD eft égale i lademi-circonférence BEA du cercle gé-
nérateur,

Ayant nommé AP, x5 PM, y; arc AE, 25 & le
diametre 4B, 2a 5 I'on aura par la proprieté du cercle
PE==Vzax — xx 5 & par celle de la roulette y=#
-+ VZzux—xx,dont ladifférence donne dy =du + &

__ aedx — xds

_T_' oudx V=%, en mertant pour du fa va-
=

. —adst

dx conftante,ddy—

=3
AV iax =xx

D lvi *
e ,il vient % *4rt. 78.

MC ==2Vqaa—~zax, c'efltd.dire 2BE ou 2MG.

Si I'on fait x == o, I'on aura 4 ¥’= 4a pour rayon de
la dévelopée dans le fommer 4. Mais fi 'on fait x =24,
on trouvera que le rayon dela dévelopée au point D de-
vient nul ou zero ; d’ont 'on voir que la developée a fon
origine en D, & qu'elle fe termine en & en forte que
BN=BA.

Pour fgavoir la nature de cette dévelopée,, il n’ya qu'd
achever le réangle BS, décrire le demi cercle D2§ qui
a pour diametre DS, & mener 1)/ parallelea MC ond BE.
Cela fait, il eft clair que I'angle B0 elt cgal 4 I'angle
EBD; & par confequent que les arcs D7, BE font égaux
entr'eux; d'ot il fuit que leurs cordes D/, BE ou GC font

Mij
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aufli égales. Sidonc I'on fait 7€, elle fera égale & paral-
lele 4 DG, qui par la génération de la rouletce eft ¢gale
alarc BEou D7; & partant la dévelopce DOV eft une
demi-roulerre qui a pour bafe la droite 7§ égale 4 la
demi-circonférence DS de fon cercle généracear: c'eft-
4-dire que c’eft la demi-rouletre méme 4MDB pofée
dans une ficuation renverice.

COROLLAIRE

94. Teet clair*que Ia portion de roulctte DC eft dou-
ble de fa tangente CG, ou de la corde correfpondante
Dz Eclademi roulette DO double du diametre N
ou DS de fon cercle générateur.

AUTRE SOLUTION.

95. On peut encore trouver la longueur du rayon MC
fansaucun calcul, en cetee foree. Ayant imaginé une au-
tre perpendiculaire 7C infiniment proche de la premiére,
une aatre parallele me, ung aucre corde Bz, & décritdes
ceatres C, 3 les petits arcs G H, EF, on formera les trian-
gles ré&tangles G E1g, EFe quiferont égaux & femblables
car Gg= Ee, puifque 5G ou ME el ¢gala larc 4E, &
de méme Bg ou me eft égal a l'arc 4¢3 de plus Hg ou
mg — MG = Fe ou Be— BEj3 GH fera donc égal a EF.
Or les perpendiculaites AC, mC, étant paralleles aux
cordes E B, ¢ B, I'angle MCm fera égalalangle £ Be. Donc
puifque les arcs GH, EF , qui melurent ces angles, fone
égaux, il s'enfuic que leurs rayons CG, BE feront aufli
égaux;; & partant que MC doit Ecre prife double de MG
oude BE.

LeEMME

96. S’| L y @ un nombre quelcongue de quantitds a, b,c,d,
€, &c. [oit que ce nombre foit fini ou infini, foit que ces quan-
tités foient des lignes, ou des furfaces, ou des [olides s Le
fomme a —b +b—cac—d~+d—e, & de toutes

leurs différences eft égale & la plus grande a, moins la plus
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petite ¢, ou fimplement & la plus grande lorfuc la plus perite
¢/t zero. Ce qui eft vifible.

CoROLLAIRE I

97. L Es {écteurs C Mm, CGH, étant femblables, il eft
clair que Afm eft double de GH ou de fon égale EF 5 &
comme cela arrive tolijours en quelque endroit que I'on
{uppofe le poinc A7, il s'enfuit que la fomme de tous les
petits arcs Am, c’eft-a-dire la portion 4m de la demi-
roulette 4AsD, eft doublede la fomme de tous les petits
arcs EF. Or le petit arc £7 fait partie de Ja corde 4 E per-
pendiculaire fur BE, & eft la différence des cordes 4F,
e, parceque la petite droite eF perpendiculaire fur Ac
peut €cre confiderée comme un petit arc décrit du cen-
tre 4 5 & partant la fomme de tous les perits arcs EF dans
larc 4ZE ferala fomme desdifférences de routes les cor-
des AE, Ae,&c.dans cetarc, c’eft-d-dire par le Lemme
qulelle fera égale 4 la corde #4E. Il eft donc évident que
la portion .#£ de la demi-roulette 427D clt double de
la corde correfpondante 4E.

CororrLArrE IL

98. Loespace MGgm * ou le trapéze MGHm
Mm+tGH x MG==}EF x BE,ceft i dire quil eft
triple du triangle EB£ ou EBe; d'ouil fuic que efpace
MG B fommede rous ces trapézes, elt eriplede lefpace
circulaire BEZ.A fomme de tous ces triangles.

ExeEmerLE IIL

99. Nomumant B2, <5 l'arc 4z £ ou EM o0 BG, 538

le rayon K4, «; 'on aura le parallelélogramme A/GBE

=uz. Or l'efpace de la roulette #4GBA = ;BEZA

== 3EKB + }au; & partant I'efpace 4MEB renfermé

par la porcion de roulette £, la parallele 27E, la corde

BE&le diametre 4B, elt = 3 EK B + 4 an—uz_ Dot il
Miij

rArt 2.
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fuit que fi I'on prend Br(z)=1a,Telpace AMEB fera
triple du triangle correfpondant £K.B8 5 & aura par confé.
quent fa quadrature indépendante de ceile du cercle. Ce
que M. Hugens a remarque le premier. Voici encore une
autre force d’efpace qui a la méme proprieté.

Sil'on retranche de I'efpace 4 ME . le fegment BEZ A,
il reftera l'elpace 4ZEM =2EK B -+ az — 255 d’olt 'on
yoit que fi le point 2 tombe au centre K, l'elpace 4ZEM
fera égal auquarré du rayon. Il elt évident qu'entre tous
les efpaces 4MEB & AZEM, il 0y a que les deux que
I'on vient de dérerminer qui ayent leur quadrature abfo-
lué independante de celle du cercle.

Exemrre IX,

I00. Son- la demi.roulette 421D décrite par la révo.
lution du demi cercle 4 EB autour d’un autre cercle im-
mobile BGD5 & qu'il faille determiner fur la perpendi-
culaire MG donnce de pofition, le point o clle touche
la dévelopée.

Pour fe fervir des formules générales il faudroit pren-
dre pour les appliquees de la courbe 4D, des Ii%nﬁs
droites perpendiculaires fur 'axe 0.4, & chercher enfuite
une équation qui exprimar la relation des coupées aux
appliquées , ou de leurs differences. Mais comme le cal-
cul en feroit fort pénible, il vaut beaucoup micux dans
cesfortes de rencontres en tenter la {olution en fe fervant
de la génération méme.

Lorfque le demi-cercle #£3 eft parvenu dans la pofi-
tion MG B dans laquelle il touche en G la bafe ZD; & que
le point décrivant  tombe fur le point A7 de la demi.
roulette #AMD:ilelt clair,

10, Que I'arc GAL eft égal 4 I'arc 6D, comme auffi I'arc
G2 du cercle mobile 4 'arc 6B du cercle immobile.

20. Que MG elt* perpendiculaire fur la courbe 5 car
confidérant la demi-circonférence MG B ou AEB , & la
bafe BGD comme I'affemblage d’une infinité de petites
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droites égales chacune 4 fa correfpondante, il eft mani.
fefte que la demi-roulerte 4 A1D fera l'alemblage d’une
infinité de petits arcs qui auront pour centres (ucceffive~
ment tous les points touchans G, & qui feront décrits
chacun par le méme point A ou A.

3°. Que fi 'on décric du centre O du cercle immobile
Tarc concentrique M F; les arcs MG, £ B du cercle mobile
feront égaux encr'cux, auffi-bien que leurs cordes MG, EB
& les angles 0GAL, 0 BE. Car les droites OK, OK qui joi-
gnent les centresdes deux cercles font égales, puifqu'elles
paflent par les points couchans 8,6 c’eft pourquoi me-
nant les rayons OM, OE, & KE, on formera les triangles
OKM ,0KE égaux & femblables. L'angle 0K érant
donc €gal a Pangle OK £5 les arcs a4G, BE des demi cer-
cles égaux MG B, BE 4, qui mefurent ces angles, feront
égaux, comme aufli leurs cordes A£G, E8; d'out il {uic que
les angles 0GA1, OBE le feront auffi,

Cela pofé, foit entendué une autre perpendiculaire 7C
infiniment pmche dela premiere, un aucre arc concencri-
que me, &une autre corde Be; foient décrits des centres
C,B, les petitsarcs GF, EF. Les triangles ré@angles G Hyg,
EFe feront égaux & femblables; car Ggou Dg— DG
== Ee ou d l'arc Be — l'arc BE, de plus Fig oumg— MG
==Fe oud Be— BE. Le petit arc GH fera donc égal au
petit arc EF 5 d'ott il fuic que 'angle GCH eft 3 'angle
EBF, comme BE eftd CG. Ainf touee la difficulé fe ré-
duit 4 trouver le rapport de ces angles. Ce qui fe fait en
cette foree.

Ayant men¢ les rayons 0G, Og, KE, Ke, & nommé 0G
o 0B, KEouKBouKA,asileltclarque'angle £Be
=0B¢—0BE=0gm—OGM==(en menantGZL,G 7"
parallelesd Cm,02) ZGM —0GV =GCH — GOgz. On
auradonclangle GCH =G0z + EBF. Orles ascs Gg, E¢
¢rant égaux, 'on aura auiGOg. EKeou 2EBF :: KE(a).
0G (b); & partanc l'angle GOg =Y EBF, & GCH

=% EBF. DoncGCH. EBF on BE.CG 254 . 1.

Frc. 5.



Fre. 86.

*drt. 750

96 ANALYSE
& partant 'inconnue CG =%;BE ou MG. Ce qui
donne cette conftruction.

Soit fait 04 (2a+6).0B(5) :: MG .GC} le point C
fera 4 la developée.

1l eft clair 1°. Que cette dévelopée commence an point
D, & queelle y touche la bafe BGD ; puifque l'arc GAr
devienten ce point infiniment petit. 20, Qu'elle fe termine
au point V, enforte qic 0A4.08:: AB. BN ::04—.AB
ou0B 0B — BN ou ON;cclt-a-dire que 04, 0B,0N
font continuellement proportionnelles. 3% Si I'an décrit
A préfent le cercle 5.2 du cenrre 0, je dis que la déve-
lopée DO eft tormee par la révolurion du cercle mobi-
le GCS, quia pour diametre GS ou B4, autour de'immno-
bile 750 : c'eft & dire qu'elle eft une demi-roulerce fem-
blable a [a propofee, ou de méme efpece ( parceque les
diametres 48, BN des cercles mobiles ont enrreux le
méme rapport qué les rayons 08,0 des cercles immo-
biles ), & pof¢e dans unc fituation renverfée en forte que
fon fommee eft en D. Pour le prouver, fuppofons que les
diametres des cercles mobiles {e trouvent fur la droite 07°
menée a difcrétion du centre 0 elle paflera par les points
touchans §, G; & faifant 43 ou 7G . BN ou GS:: MG .
GC, le point Cfera 3 la dévelopée, & de plus d la circon-
férence du cercle GCS; car I'angle GM 7 érant droit,
Iangle GCS le fera aufi. Or 4 caufe des angles égaux
MGT, CGS , I'arc 72f ou GB eft & I'arc CS, comme le
diamerre G7° au diamerre GS:: 0G . 08 ::GB. NS; &
partant les arcs OS, SV font égaux. Donc, &c.

Cororraire L

101, J1 eft clair*que la portion de roulette DCeft égale
a la droite CAz; & partant que DCeft 4 fa tangente CG
2 AB~+ BN.BN:: OB+ 0N .ON; c’cft & dire comme
la fomme des diamecres des deux cercles géncrateurs,
ou des cercles mobile & immobile, eft au rayon du cer-
cle immobile. Cette verité fe découvre encore de la ma-

nicre
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niére quifuit, A caufedestriangles femblables catm, G 1,
lonaura Mm.GHou EF:: MC.GZ::0 A +0B (2a+2b).
0B (b). Dottil fuit (comme dansl'art. 97.) que la portion
deroulette 4 Afeft ala cordecotrefpondante 4E,comme
la fomme des diametresdu cerclegénérateur & de labafe,
eft au rayon de la bafe.

CororLrLAIRE IL

102. | & trapéze Mo Hm= I GH= L imx MG. Or
14 =2

CG (g MG).CM(LX2L MG): GH. Mm=F2G FI.
Donc puifque G HH=EF,& MG==EB,l'on aura MG Hm
=5'—:"i’£Fx EB:celtadire quele trapéze MGHm fera
toujours au triangle correfpondant EBF :: za + 35 . 4.

Dlotil fuit que 'elpace MG B A renfermé par MG, 4B
perpendiculaires 4 la roulette, par 'arc 3G & par la por-
tion de roulette A7.4, eft au fegment de cercle correfpon-
dant BEZA :: 24+ 3b.6.

CororrLarre IIL

103. Tr eft vifible que [a quadrature indéfinie de la rou-
letre dépend de la quadrature du cercle ; mais fi I'on
prend 0.2 moyenne proportionnelle entre 0K, 0.4, &
quon décrive de ce rayon P'arc @ £245 je dis que efpa-
€¢ ABEM eofermé par le diametre 43, la corde BE,
I'arc £, & par la portion de roulette 44, eft au trian-
gle EEB:: 22+ 34. 4. Car nommant I'arc 4Eou GB, u;
le rayon 00, z; l'on aura 0B (4). 00_(x) :: GB (),
RQouME=". & partant I'efpace RGB 2 ou MGBE,
celtadire}GB+1RY % BY— ‘i“:;&‘, Or*Vefpace de
laroulette 1163 4=F*x BEz =" E xER B+ foaig
xKEZ.A4(4). Sidonclonretranchele précédent efpace de
celui-ci,il reftera d BEM = teers et shinmsn 203l  FR
N

Fie. ¢

Fic. 8.

Fre. 87.

* Ar. 1oa,



Frc. 88,

* Art. 100.

“ Art.101
*drt. 102,

* Ihid.

98 ANALYSE
=L";-’£ ER B, puifque parla conftruftion’ 2= 244 + 344
=+ 6b. Dol I'on voit que cet cfpace a fa quadrature in-
dépendante de celle du cercle, & qu'il eft le feal parmi
tous {es femblables.

En voici encore un autre quia la méme proprieté, Si
Pon retranche de I'efpace 4 BEM e legment BEZ A (tan

+EK B) il reftera l'efpace 4z Epf==2eticrrcbiorbhi—zzn
w2 g2t pr g en faifant 23 == 224 + 246
=+ b4 c'elta dire que fi l'on divife la demi-circonférence
en deux également au point E, I'efpace 4ZEM/ fera au
double du triangle EK B, c'eft 4 dire au quarre du rayon
20K (a=+6).0B (b).

CororLrarre IV.

104, S 1 le cercle mobile #EB8 roule au dedans de
limmobile GD, fon diametre 48 devient mégarif de
pofitif qu'il éroit auparavant; & partant il faue changer
de fignes les termes ol il {c rencontre avec une dimen-
fion impaire. Dot il fuit, 1°.Que i 'on mene difcrétion
la perpendiculaire 24G 4 la roulese, & que I'on fafle 0.4
(b—22).0B(b):: MG .GC. lepoint C fera* 1la déve-
lopéeDC AV décrite par la révolution du cercle qui a pour
diametre 2 V,au dedans de la circonférence NV§ concen-
triqued BD. 2°.Que fi 'on décrit du centre O I'arc ME,
la portion de roulette 421 {cra* d lacorde 4 E 2 26—24 .6,
3°.Quel'elpace MG B Aelt'aufegment BEZA :: 3b—za.b.
4°. Que fiV'on prend 0.25=V24a — zab~+ 4}, c'efta dire
moyenne proportionnelle entre 0K ,0.451'e(pacc 4BEM
renfermé par la portion de roulette 4 A1, 'arc ALE, la cor-

. deEB, &lediametre4 B, fera*autriangle EK B i yb—zab.
Mais que fi l'on fait 0.2 ou OF == Vzaaz — 246 + 65,

celt a dire que I'arc 4E foit le quartdela circonférence
Velpace4Z E Mrenfermé parla portion.4 M derouletre &
par les deux arcs ME, AE, fera*au triangle EKB qui eft
en ce cas la moitié du quarré du rayon :: 26 — 2a.5.
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CoROLLAIRE V.

105, S 1 Pon congoit que lerayon 0.8 du cercle immobi- Fic, 86,33,
le devienne infini, 'arc BG D deviendra une ligne droite,&

la courbe 427D deviendralaroulette ordinaire. Or com-

medans ce cas le diametre 43 du cercle mobileeft nul par

rapport 4 celui de 'immobile;; il s'enfuir, 1°. Que MG.GC

:26. b. Puifque b 2s=14, c’elta dire que MG =GC;

& partant que fi I'on prend BN = 4B, &qu'on menela

droite NS parallcle & BD, 1a dévelopée DC fera for-

mée par la révolution du cercle, qui a pour diametre

BN, fur la bafe A'S. 20. Que la portion de roulette #M Fic. 85. $8.
elt 4 la corde correfpondante 4£:: 26. 4. 3°. Que I'efpace
MGBAeltau fegment BEZA :: 36.4. 4°. Puifque B.Q Fic. 87.88.
ou+0Q30B,que japelle x,elt—= b +Vzaa 5 3ab + b6,

d’ott 'on tire ( en Otant les incommenfurables) xx =+ 26x

= zaa=jab; 'on aura x = }z, cn effagant les termes

oti 4 ne fe rencontre point, parcequ'ils font puls par rap-

port aux autres. C'eft adireque fi 'on prend dans la rou-

lette ordinaire B2 =14 B,& qu'on mene la droite PEM Frq, 35,
paralleledlabale BD; l'elpace 4 ME B feratriple dutrian-

gle ZK8 On trouvera en opcrant de laméme manicre,

que (i le point 2 tombe au centre K, I'efpace .7 Z E A ren-

fermé¢ par la portion de roulette 421, la droite ME, &

Parc AE, fera égal au quarré du rayon. Ce que l'onadé.

ja démontré ci devant art. g9.

REMARQUE

106. COMM E les arcs DG, G/ font tovjours égaux Fyo, (7]
entr'eus, il senfuit que 'angle DOG eft auffi toujours 4 'an.
leGKAr:: GK.0G. Ceft pourquoi l'origine D de la rou-
ette D A4, les rayons 0G,G Kdes cercles générateurs, & le
pointtouchant Gétant donnds,fil'on veur déterminer dans
cetee pofition e point Arquidécrit la roulette,il ne faur que
N ij

NERE,
Q*\ )

4 SCENTIAE
S D
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tirer le rayon KM en forte que l'angle GK M foit 3 I'an-
gle donne DOG:: 0G.GK. Or je uis maintenant que
cela fe peut toujours faire géométrnquement lorfque le
rapport de ces rayons fe peut exprimer par nombres; &
partant que la roulette D14 elt alors géomérrique.

Car fuppolant, par éxemple, que 0G.GK :: 73 .y5il eft
clair que I'angle A7KG doit contenir deux fois I'angle
donné DOG & de plus ¥ de cec angle. Toute la difficul-
té fe réduit donc a divifer I'angle DOG en cinq parties
égales. Or c’eft une chofe connue par les Geomeétres,
qu'on peut toujours divifer geométriquement un angle
ou un arc donne en tant de partics égales qu'on voudra 5
puifqu’on arrive roujours a quelque equation qui ne ren-
ferme que des lignes droites. Donc, &c.

Jedisde plusque la roulette D A7 4 eft mécanique, ouce
qui eft la méme chofe, qu'on ne peut déterminer geomé-
triquement fes poines A7 lor{que la raifon de 0G 4 KG ne
fe peut exprimer par nombres, c’elt  dire lorfquelle eft
fourde.

Car toute ligne, foit mécanique [oit geométrique, ot
rentre en elle.méme ou s'ctend 4 I'infini; puifqu’on peut
toujours en continuer la génération. Si donc le eercle mo-
bile 4BC décrit par fon point 4 dans fa premiere révo-
lutionla roulette 4D E, cette roulette ne fera pas enco-
re finie,, & continuant toujours de rouler il décrira la fe-
conde EFG, puis la troifiéme GFHZ, & ainfi de fuite jufl-
qu'a ce que le point décrivant 4 recombe apres pluficurs
révolutions dans le méme point d'ot il €roit parti. Et pour
lors (i on recommence 4 rouler le cercle mobile 4BC, il
décrira derechef la mémeligne courbe, deforte quetou-
tes ces roulegtes prifes enfemble pe compofent qu'une
feule courbe #DEFGHZ, &c. Or les rayonsdes cercles,
générateurs érant incommenfurables, leurs circonféren-
ces le feront aufli; & par conféquent le point décrivant
A du cercle mobile 4 BC ne pourra jamais retomber dans
Ie point . del'immobile, d’otril éroit parti, fi grand que
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puiffe Ecre le nombre des révolutions. 1l y aura donc une
1nfinité de roulertes qui ne formeront cependant qu'une
méme ligne courbe 4 DEFGH Z, &c, Maintenant fi I'on
mene au travers du cercle immobile une ligne droite in-
definie, il eft clair qu'elle coupera la courbe continuce 4
I'infinien une infinité de points, Or comme I'équation qui
exprime la nature d’une ligne geomérrique doir avoir au
moins autant de dimen(ions que cecee ligne peut étre cou-
pée en de différens points par une droite;; il s'enfuic que
I'équation quiexprimeroit lanature de cetre courbe auroit
une infinité de dimenfions. Ce qui ne pouvant écre, on
voit évidemment que la courbe doit érre méeanique ou
tranfcendente.

Prorosition IIL

Probléme.

107. I_A ligne conrbe BEC (tant donnle , trowver une infi- Fic. go.
nité de lignes AM, BN, EFO, dont elle foit lut dévelopée com-
mune.

Si I'on dévelope la courbe ZFC en commengant par le
poinc A, il eft clair que tous les points 4, B, F, du fil
ABFC décriront dans ce mouvement des lignes courbes
AM, BN, FO, qui auront toutes pour dévelopée commu-
nela courbe donnée BFC. Maisil faut obferver que la li-
gne FO n'ayant pour dévelopée que la partie FC, fon
origine n'eft pas en 5 & que pour la trouver, il fauc
déveloper la partie reftante BF en commencant au point
F pour décrire la portion EF de la courbe EF0 dont l'o-
rigine eft en E, & quia pour dévelopée la courbe enticre
BFC.

Si I'on veur trouver les points A7, V, 0 fans fe fervir du
fil #BFC, il 0’y a qu'a prendre fur une tangente quelcon-
que CM autre que B 4, les parties CM, CN, CO égales
i ABFC, BFC, KC.

N ijj
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COROLLAIRE.

108, IL elt évident, 1°. Que les courbes A4 M, BN, EFO
fontd'unenataretres differenteentrelles; puifque la cour-
be 4.1 a dans fon fommet 4 le rayon de fa dévelopée
¢gald 48, au lieu que celui de la courbe BNV eft nul. 11
eltvifibleaufli par la figure méme de Ia courbe EFO qurelle
eft tres différente des courbes 447, BN,

2°. Que les courbes .41, BN, EFO ne font geométri-
ques que lorfque la donnée ZFC eft geomérrique & de
plus rectifiable. Car fi elle net pas geométrique, en
prenant BK pour la coupée, on ne trouvera point gcomé-
triquement I'appliquée KC: & fielle n’eft pas rectifiable,
ayane mené la tangente CAf, on ne pourra déterminer
geomctriquement les points M, &, O des courbes A M,
BN, EFO 5 puifqu'on ne peut trouver geométriquement
des lignes droites égales a la ligne courbe BFC, & fes
portions BF, FC.

REMARQUE

109. Si l'on dévelope une ligne courbe BACqui ait un
point d’inflésion en4, en commengant par le point D au-
tre que le point d’inficxion ; on formera par le dévelope-
ment de la partie 34D la partie DEF 5 & par celui de la
partic DC, la partie reftante DG: de forte que 7 EDG fera
la courbe entiere formée parle dévelopement de3.4C. Or
il eft vifible que certe courbe rebroufle chemin aux points
D & F, avec cette difference qu'au point de rebrouflement
D les parties DE, DG ont leur convexité oppofée l'une d
Pautre;; au lieu qu'au point £ les parties DE, EF font con-
caves vers le méme c6té, On a enfeigné dans la féction
précedente d trouver les pointsde rebrouflement tels que
D il cft queftion maintenant de déterminer les points E,
qu'on peat appeller points de rebrouflement de la fecon-
deforte, & que perfonne, que je fgache, n'a encore con-
fideré. .

Pour en venir 4 bout, on menera 4 difcretion fur la
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partieD £ deux perpendiculaires A N, terminéesparla
dévelopée aux points V; , par lefquelson tirera deux au-
tees perpendiculaires VE, » H fur les premicres NM,mm
ce qui formera deux petits fecteurs AfVz, NHn qui fe-
ront femblables, puilque les angles A1z, N Fn font
égaux. On aura donc Na. Mm:: NH . Naf. Ordansle
point d’infléxion 4 le rayon VH devient * infini ouzero;
& lerayon MV, quidevient 4E, demeure d’unc grandeur
finie. Il faur donc qu'au point de rebrouflement E de la
feconde forte, la raifon de la différence vadurayon M N
deladévelopée, ladifférence Mz dela courbe, devienne
ou infini grande ou infini petite. Et partant

L oy
f __ = 3Axdyddy’ dxioe Ayt T dxdddydxam dt E
puifque * Nn = Frrs &

1, L dxdddy < dy*dddy — ydyddy*
2m=Vdx*+ dy", lon aura LY+ Baly — bl

ou oo ; & multipliant par dxddy*, on trouvera la formu-
le dx*dddy + dy*dddy— 3dyddy* = o ou oo , qui fervira 4
déterminer les points de rebrouflement de la feconde
forte. )
On peut encore concevoir qu'une rebrouflante DEF
ou HDEFG de la feconde forte, ait pour dévelopée une
autre rebrouflante 3.4C de la feconde forte, relle que fon
poinc de rebrouflement 4 réponde :lufpoinv: de rebrouf-
fement E, celt 4 dire qu'il foir fitué fur le rayon de la
dévelopée qui part du point E. Or il eft clair dans cette
fuppofition, que le rayon E4 de la dévelopée fera tou-
jours un plus petit ou un plus grand; & partant que la
e S|
différence de dx_”;%i expreffion générale * des rayons
de la dévelopée, doit &cre nulle ou infinie au point cher-
ché £ ; ce qui donne la méme formule qu'auparavanc: de
forte qu'elle eft générale pour trouver les points de re.
brouffement de la feconde forte,

*Art. 8.

*An. 6.

Fie. 92.95.

*Art, 78,
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SEcCTION VL

Yfage du calenl des diffirences pour trowver les
Caufligues par réfléxion.
DEFINITION

I'oncongoit qu'une infinité de rayons 3.4, BM, BD,

qui partent d’an point lumineux B, fe réfléchiflent 4
la rencontre d’une ligne courbe 4MD, en forte que les
angles de réfléxion foient égaux aux angles d'incidence 5
la ligne H £ N, que rouchent les rayons réfléchis ou leur
longemens 4 A, MF, DN, eft appellée Canftique par
refléxion.

Cororraire L

110. Sr Pon prolonge .4 en 7, de forte que 47=45,
& que l'on dévelope la cauftique HFN en commengant
au point 75 ondécrira la courbe 7ZK telle que la tangen-
te £ fera* continuellement égale 4 la portion FH de
la cauftique plus 4 la droite £27. Er fil'on congoit deux
rayonsincident & réfléchi Bm, mF infiniment presde .4,
MEF,&quayant prolongé Fmen /, on décrive des centres
F, B les petits arcs MO, MR : on formera les petits trian-
gles réctangles A0m, MEm, qui feront femblables &
¢egaux ; car puifque l'angle OmM=FmD=RmM , & que
de plus I'hypotenufe Adm elt commune, les petits cotés
O, R feront égaux entr’eux, Or puifque O eft la dif.
férence de ZM, & R celle de BAz, & que cela arrive
roujours en quelque endroit qu’on prenne le point A1 ; il
senfuit que M Z—7.A ou A H + HF— MF {fomme *de
toutes les différences Om dans la portion de courbe 427,
eft = BAL— B.A fomme* de toutes les différences Rm
dans la méme portion #M. Donc la portion HF dela

caultique HFN feraégaled BAML — B.A~+ MF— AH.
1l peut arriver différens cas, felon que le rayon inci-
dent B4 eft plus grand ou moindre que BM, & que le
ré¢Héchi
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réféchi 4E dévelope ou envelope la portion 27 pour
parvenir en A£F : mais|'on prouvera toujours, comme'on
vient de faire, que la diffcrence des rayons incidens cft
€gale a la difference des rayons refléchis, en joignant a
Tun d’eux la portion de la cauftique qu'il dévelope avant
quede tomber fur I'autre, Par éxemple, BAI—-B.A= MF F1c. g5.
wFH—AH3;d'oul'ontire F H=BM—BA+AH—MF.

Si I'on décrit du centre Bl'arcde cercle 425il eft clair Fic. 94. 95,
que 2 fera la différence des rayonsincidensBAf, B.4. Ex
fil'on fuppofe que le point lumineux B devienne infini-
ment éloigné de la courbe.4 A1 Dsles rayonsincidens B 4, Fic. 96.
BM deviendront paralleles, & I'arc 42 deviendra nne
ligne droite perpendiculaire far ces rayons.

CororraIre IL

1L S; Pon congoit que la figure BAMD foit renver. Fro. oq.
{ce fur le méme plan, en forte quele point B tombe fur

le point 7, & qu'ainfi la tangente en 4 dela courbe 427D

dans fa premiere fitvation, la touche encore dans certe
nouvelle ; & qu'on faile rouler la courbe 244 fur 44D,

celt ddire fur elle. méme, en forte que les portions «a1,

A M foient toujours égales : je dis que le point B décrira

dans ce mouvement une efpece de roulette ZZK quiaura

pour dévelopée la cauftique FFNV,

Car il fuit de la génération, 1°. Que Ia ligne Z Mrirde
du pointdécrivant Z au point tonchant A1 fera * perpen. *Art. 45.
diculaire 4 la conrbe JZK. 2°. Que Za ouZ4—=B A, &
ZM=BM.3°.Quelesangles faits par les droites M Z, B AL
{ur la tangente commune en A font égaux ; & parcant que
fil'on prolonge ZAsen F, le rayon A£F ferale réfléchi de
Pincident 4. D'out I'on voit que la perpendiculaire
ZF touche la cauftique HFV: & comme cela arrive tou-
jours en quelque endroitqu'on prenne le point Z, il s'en.
fuit que la courbe ZZK eft formée par le dévelopement
de la canftique HF N, plus la droite F77.

1l fuit de ceci que la portion FH ou FZ — HI—=BM

o]
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+MF—BA—AH. Ceque l'on vient de démontrer
d’une autre maniére dans le Corollaire precédent.

Cororraire IIL

2. Sx la tangente D2V devient infiniment proche de
la tangente F 27 il eft clair que le point touchant v, &
celui d'interfection 7 fe confondront avec I'autre point
touchant F: de forte que pour trouver le point F ou le
rayon réfléchi A¢F touche la cauftique £V, il ne faur
que chercher le point de concours des rayons réfléchis
infiniment proches AF, mF. Eten effet, {i 'on imagine
une infinité de rayons d’incidence infiniment proches les
uns des autres, on verra naicre par les interfections des
r¢fléehis un poligone d’une infinité de cotés dont 'affem-
blage compofera la caultique HFN.

ProrosiTrion L
Probléme général.

183. 1L nasure de la conrbe AMD, le point lumineux B,
@ le rayon incident BM étant donnés; trowver fur le réfléchi
MF donné de pofition , le point E o4 il touche la canftique.

Ayant trouvé par la fédtion précédente la longueur
MCdurayondela dc‘velo})éc au point M, & prislarc Afm
infiniment petit, on tirera es droites Bm, Cm, Fm; on dé-
crira des centres B, F les pe:i:s arcs MR, MO; on menera
les perpendiculaires CE, Ce, CG, Cg fur les rayons inci-
dens & réfléchis ; enfuite on nommera les donnéesB.M, y5
ME ou MG, a.

Cela pofé, on prouvera, comme dans le Corollaire pré-
micr*, que les triangles MRz, MOm font femblables & ¢-
gaux; & quainfi A R=2M0. Or 4 caufe del’égalité des an-
gles d'incidence & de réflexion, l'on a2 aufliCE=CG, Ce
=Cg ;& partant CE—Ceou E Q=CG—Cg ou§G. Donc
4 caufe des triangles femblables BAR& BEQ , FMO &
FGS, l'on aura BM+-BE(2y—a). BM(y) : MR+EZ_
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L] »
ou MO +GS . MR ou MO :: MG (u).MF:;—’- .
Si le point lumineux B tomboic de autre coré du
point E par rapport au point A, ou { ce qui eft la méme
chofe) fila courbe 4A4D éroir convexe vers le point lu-
mineux B ydeviendroit négative de pofitive qu'elle éroir,

& I'on auroit par conféquent MF = ]

Sil'on qupo(e zue; devienne infinie, c’eft 4 dire que Fic. 96.
le point A foit infiniment €loigné de la courbe 44D 5
les rayons incidens feront paralleles entr'eux, & Ponaura
MF==ta, parceque « eft nulle par rapport d 2.

CororLrLAIRE L

"4—-COMM E l'on ne trouve pour A/ F qu'une feule Frc.94.95.
valeur dans laquelle entre le rayon de la dévelopée; il

s'enfuit qu'une ligne courbe 424D ne peut avoir qu'une

feule cauttique A F2V par réfiéxion, puifqu’elle*n’a qu'une *4rt. So.
feule dévelopée.

Cororrarre IL

1y, Lonsqw: AMDeft géomérrique, ileft clair * que * Az, 85.
fadévelopée I'eftaufli, c'efta dire que I'on trouve géomé- Fic. 97.
triquement tous les points C. D'olt il fuit que tousles

points ¥ de fa cauftique feront aufli déterminés géomé-
triquement, ceft 4 dire que la canftique HFV fera géo- Frc. 94. 95.
métrique, Mais je dis de plus, que cette cauftique fera tou-
jours réifiable; puifqu'il eft ¢vident* que I'on peut trou- *Art. 110
ver avecle fecours dela courbe 44D, qu'on fuppofe géo-
métrique, des lignes droites dgalesd une de fes portions
quelconque.

Cororrarre IIL
116. St la courbe AMD eft convexe vers le point lu. Tic. 97.
mineux B la valeur de MF (v‘::_‘) fera toujours po-
fitive ; & il faudra prendre par conféquent le point 7 du
Oij
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coté du point €, par rapport au point A, comme lon
a fuppofé en faifant le calcul. D'o I'on voit que les
rayons réfléchis infiniment proches feront divergens.
Mais fi la courbe 4ALD eft concave vers le point lus
mineux B, lavaleurde MF (17‘_%,) fera poficive lorfque y
furpafle Le, négative lorfqu'il eft moindre, & infinie lor{-
qu'il eft égal. Dol fuit que fi on décric un cercle qui
ait pour diamétre la moiti¢ du rayon A7C dela dévelopée,
les rayons réfléchis infiniment proches feront convergens
lorfque le point Jumineux B tombe au dehors de fa cir-
conférence, divergens lorfqu’il tombe au dedans, & enfin
paralleles lorfquil tombe deflus.

CororLratrE IV,

uy. S 1 le rayon incident £ touche la courbe 4D
au point M, I'on aura ME (a) = o;& partant MF==o0. Or
comme le rayon réflechi eft alors dansla direction de l'in-
cident, & que Ja nature de la cauftique confifte 4 toucher
tousles rayons refléchis; il senfuit qu'elle rouchera auffi
le rayon incident BAf au point M: c'eft dire que la cau-
ftique & ladonnée auront la méme tangente dans le point
M qui leur fera commun.

Sile rayon A C dela dévelopée eft nul, on aura encore
ME (a)==0; & partant MF==o. D’ou l'on voit que
la donnée & la cauftique font entrelles dans le point AL
qui leur eft commun, un angle égald 'angle d’incidence.

Si le rayon CAf de la dévelopée eft infini, le petit arc
2Mmdeviendra uneligne droite, & l'on aura MF=4y;
puifque ME () érant infinie, y fera nul par rapport 4 2.
Or comme cette valeur eft negative lorfque le point B
tombe du c6té du point C par rapport 4 la ligne AMD,
& pofitive lorfqu'il tombe du eére oppofé; il senfuit que
les rayons réflechis infiniment proches feront toujours di-
vergens lorfque la ligne #24D eft droite.
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CoRroLLAIRE V.

us. IL eft évident que deux quelconques des trois
points B,C, F, ¢tant donnés, on trouvera facilement le
troifiéme.

Soit, 1°, la courbe 41D une parabole quiait pour foyer Fre. 98.
le point lumineux B. 1l eft clair par les ¢lémens des fé-
&ions coniques, que tous les rayons réfléchis feront pa.
rallelesd 'axe ; & partant que A/F fera toujours infinie en
quelque endroit que I'on fuppofe le point 27. On aura
donc a==2y : d’on il foit que fil'on prend A7 double de
MB,& quon mene la perpendiculaire £C; elle ira cou-
per MCperpendiculaire a la courbe 424D, enun point C
qui ferad la dévelopée de cette courbe.

Soit 2° la courbe 427D une ellipfe qui aic pour un de Fic. 99.
{es foyers le point lumineux B. Il eft encore clair que tous
les rayons refléchis M/F fe renconereront dans un méme
point F qui {era l'autre foyer. Ec fi lon nomme A/ 7,5 I'on

Y d'od Pon i : e
aura*{=;j—i—' sd’ott 'on tirg la cherchée AL E () =5 *Ar. 113,
Maisfila courbe 4 MD eftune hyperbole, lc foyer 7 tom.- Fis, 110,
bera de l'autre c6té ; & partant MF (z) deviendra néga-
;i DR St S —yz

tive : d’ott il fuit qu'on aura alors ME () = )—-—_’z ou
“’_‘] . Ce qui donne cette conftruction c!ui fert aufli pour
Pellipfe.

Soit prife ME quatriéme proportionnelle au demi-axe F16.99.100.
traverfant, & aux rayons incident & réfléchi ; foir me-
née la perpendiculaire EC : elle ira couper la ligne as¢
perpendiculaire d la fé&tion , en unpoint C quiferadladé.
velopée.

Exemrrr I

119. Son-lacourbeAMDuneparabolc,dumIcsravons F16. 101,
incidens 221 foient perpendiculaires fur fon axe .42, 1l
faue trouver fur les réfléchis A7F les points 7 ot ils tou.
chentla cauftique 4FK.

QO iij
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Il eft clair que fi 'on mene le rayon /C de la déve-
lopée, & qu'on tire la perpendiculaire CG fur le rayon
rééchi ALF, il faudra ¥ prendre ALF égaled la moiti¢ de
MG. Mais cette conftruction fe peat abréger, en confidé-
rantque (i'on mene A7V parallele I'axe 4.2, &1adroite
ML aufoyer Z 5 les angles ZA1P, FMN feront égaux,
puifque parla propricté dela parabole ZM Q=22 MN, &
parlafuppofition PA£.9= @ MF. Sidonc T'on ajotite de
part & d’autre le méme angle PMF, Fangle ZMF fera
€égal a 'angle P24, c'eft a dire droit. Or I'on vient de
démontrer * que ZF perpendiculaire fur A7Z rencontre
le rayon AzC de la dévelopéeen fon milieu £7. Sidonc Pon
mene MF parallele & égalea ZF, clle fera un desrayons
réfléchis, & toucheraen F la cauftique #4FK. Ce qu'il
falloit trouver.

Sil'on fuppofe que le rayon réfléchi M F foit parallele
ilaxe 42, il eft ¢vident que fe roin: F de la cauftique
fera le plus ¢loigné qu'il eft poffible de I'axe 42, puifque
la tangente en ce point fera, parallele 4 I'axe. Afin donc
de déterminer ce point dans toutesles cauftiques , telles
que 4 FK, formées par des rayons incidens perpendiculai-
res 4 I'axe de la courbe donnée, il n'y a qu'd confidérer
que M P doir Etre alors égale 2 2@, Ce quidonne dy=—dx.
Soit ax ==yy, on aura dy = ;%- ==dx, d’oit I'on tire
AP (x) = 1a: c'elt adire que (i le point 2 rombe au
foyer Z, lerayon réfléchi A F fera parallelea I'axe. Ce qui
eft dailleurs vifible ; puifque dansce cas M/ 2 fe confondant
avecZ M, il faur aufli que A7F fe confonde avec MAN,KZH
avec L@, D'olil'onvoitque M F eft alors égalea MZ; &
partant que fi 'on mene 7R perpendiculaire fur I'axe, on
aura 4R ou 4 Z+MF=2%a. On voit auffi que la portion
AF de la cauftique eftégale en ce cas au parametre, puif.
qu'elle eft toujours * égale d Pat+ MF.

Pour dérerminer le point X ot la cauftique AFK ren-
contre I'axe 42, il faut chercherla valeur de M0, & I'é-
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galer 4 celle de A5 car il eft vifible que le point F
tombant en &, les lignes 277, MO deviennent égales
entr'elles. Nommant done l'inconnue MO, t5 langle

2P MO coupé en deux également par 27Q perpendiculai-
red la courbe, donnera A7P (y). MO (1) :: P (’""

0Q=". &partant 02 =44 — v =75 1 cau-
fe du triangle ré@tangle 27205 & divifant de parc & d'au.

tre par ¢ + y, on trouve j—: =

2. d’ott I'on tire

v ] .
20 (o) =R = MF (1a) =220 puifyue *

ME (4) = ‘_“:*‘f . Ce qui donne dy* — zyddy = d>,
qui fervira 4 trouver le point 2 tel que menant le rayon
incident 2 M & le réfléchi M/ F, ce dernier touche la cau-
ftique 4FK au point K ott elle rencontre I'axe 42,

L —_—l

Onadanslaparaboley = x%, dy =1 x Ty s ddy
=—1x 2dx's & metrant ces valeurs dans I'équarion
précédente , on trouve Iy~ 'dxt4ix ' dyt = dx*;
d’ott I'on tire A2 (x) =3 du parzmetrc.

Pour trouver la nature dela cauftique 4FK 4 la manié-
re de Defeartes , il faut chercher une équation qui expri-
me la relation de la coupée 4R (4), 3 'appliquée RF (z);
ce quife fait en cette forte. Puifque M0 (1) = 257’

s
D A)
Lron aura 20 (310 %—,&acau{e destriangles

femblables 4720, MSF, on formera ces propostions MO
). 247 () on — iy b — 5
A — 2ydxd
2 MP (y). MS (y—3) = _"_ﬁ#— PO (=

pi=dz)
SF ou PR(#t == x ) = % On aura donc ces deux

*dre. 77,
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Fspuifque l'angle FF 21 eft droit. Etfil'on dccrit du cen-

12 ANALYSE

dn—de o A .
gy X =% +:7%, qui fer-

viront avec celle de la courbe donnée 4 en former une
nouvelle ot x & y ne fe trouveront plus, & qui expri=
mera par conféquent la relation de 4R (%) 4 FR (%)-

Lorfque la courbe 441D eft une parabole, geane

Ton a fuppofé dans cet éxemple, on trouvera x =13x *

équationsg =y +

— 2x*, 0u (en quarrant chaque membre) Jx — 6 xx +4x*
=28, &# == x5 d'ott l'on tire 'équation cherchée
azz == 5% — taun + aan qu exprime la nature de
la cauftique #FK. On peut remarquer que 2R eft tou-
jours double de 47, puifque 4R ()= 3x 5 ce qui four-
nit encore une nouvelle maniére de déterminer fur le
rayon réfléchi 47F le point cherché F.

Exgmrre IL

120. So17 la courbe 422D vn demi-cercle qui ait pour
diametre la ligne.4D, & pour centre le point € foient
les rayons incidens 221 perpendiculaires fur 4D.

Comme la dévelopce du cercle fe réunit en un feul
poinc qui en eft le centre, il s'enfuic* que fil'on coupe le
rayon C4 en deux ¢galement au point 7, & qu'on mene
HF perpendiculaire fur le rayon réfléchi 47, if coupera
ce rayon en un point F, ow il touche la cauftique AFK.
1l cft clair que le rayon réfléchi 277 eft ¢gal & la moitié
de l'incident 2275 d’ou il fuir, 1°, (%pc le point 2 tom-
bant en C, le point F tombe en K milieu de CB. 22. Que
la portion AF eft triple de 47F, & la cauftique 4FK
triple de BK. On voit auffi que fi l'on faic l'angle #4C2
demi-droit , le rayon réfléchi 277 fera parallele d #C; &
partant que le point F fera plus ¢levé au deffus du dia-
metre 4D, que tout autre point de la cauftique.

Le cercle quia pour diametre 7F, paffe par le point

tre
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tre C & du rayon CK ou CH, moitié de CM, le cercle
KHG l'arc HF fera égal 4 l'arc HK : car langle CMF
étant égald ML ou HCK, lesarcs {HF, HK qui mefu-
rent ces angles dans les cercles Af/FH , KFG, feront en-
tr'eux comme les rayons 1 A7 A, HC de ces cercles. Dott
Ion voit que lacauftique 4 FK et une roulette formée par
la révolution du cercle mobile AF A autour de I'imnio-
bile KHG, dont Porigine eft en K, &le fommeren 4.

Exemrre IIL

120 S o1t la courbe 427D un cercle qui ait pour dia-
métre la ligne 4D, & pour centre le point €5 foit le
point lumineux 4, d’ols parrent tous les rayons incidens
AM, I'une des extrémités de ce diamétre.

SiI'on mene du centre C fur le rayon incident 421 la
perpendiculaire CE : il eft clair par la proprieté du cercle,
que le point E coupe en deux parties égales la corde
AM;&qu'ainfi ME (a)=1y. Onauradonc MF(;Z;)
={y: ceft 4 dire qu'il faut prendre le rayon réfléchi
MF égal autiers de P'incident 421, D'oit I'on voit que
DK = 4D, CK=14CD, & que *la cauftique 4FK
= {4D, de méme que fa portion 4F = $4M. Sil'on
prend AM =47, le rayon réfléchi ALF fera parallcle
au diamétre 4D & par conféquent le point F fera le
plus élevé quil foit poflible au deflus de ce diamétre,

Sil'on prend CH= $CM, & qu'on tire HF perpen_
diculaire fur 477 le point 7 fera 4 la cauftique:: car me-
nant HZ gerpendiculaire fur 421, il eft clair que MZ
= }MI?: 5 M, puifque MH=1CM. Le cercle qui
a pour diamétre A1, paflera donc par le point £ de la
caultique; & fi I'on décric un autre cercle K HG du cen-
tre C, &du rayon CK ouCH, il lui fera égal, & larc HK

P

Fic. 103.

¥ drt.ato.
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fera égal 4 l'arc HF : car dans le triangle ifofcele car4
Pangle externe KCH = 2C M.A = AMF; & partant les
arcs HK, HF mefures de ces angles dans des cercles e-
gaux, feront aufi egaux. D’oitl fuit que la cauftique
AFKeftencore une roulette decrite parla révolution du
cercle mobile A7+ H autour de I'mmobile KHG, dont
Porigine eft en K, & lc fommee en 4.

On pourroit encore prouver ceci de cette autre ma-
niére. Sil'on decrit une roulette par la révolution d'un
cercle égal au cercle 47D autour de celui ci, en com-
mengant au point 45 I'on a démontré dansle Corollaire

* 4t 11 fecond *quelle aura pour dévelopée la cauftique 4 FK.Or

* Arr.100. * certe developee eft une roulette de méme efpece, ceft
4 dire que les diaméeres des cercles générateurs en fe-
ront ¢gaux ; & on determinera le point K en prenant C K
troifiéme proportionnelle d CO+D.A & ACD, ceft d dire
égaled $CD. Donc, &c.

ExemrrE IV,

Frc.104.§22. Son‘ la courbe #ArD une demi.roulette ordinai-
re décrite par la révolution du demi cercle NGM fur la
droite BD, dont le fommer eft en .#, & Porigineen D5
foient les rayons incidens K Az paralleles 4 I'axe 4.3.

*Art.95. Puifque ¥M/G eft ¢galed la moitié du rayon de la déve-

*Arr.113. lopée, il s'enfuit* que fi 'on mene GF perpendiculaire for
le rayon réfléchi A7£ , le poine F feradla caultique DFB.
D'oit on voit que AZF doit écre prife égaled Kaz.

Si I'on mene du cencre H du cercle générateur MG
au point touchant G, &au pomt décrivant 47, les rayons
HG,H il eft clair que HG fera perpendiculaire fur BD,
& que Pangle G H =1G H=GMK : d’oli 'on voit que
le rayon reflechi 22F pafle par le centre £. Or le cercle
quia pour diametre G A, pafle aufli par le point F3puifque
Pangle GF H eft droit. Donc lesarcs G NV, 1G F, mefures da
méme angle G A, feront entr’eux comme les diamgtres
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MN,GH de leurs cercles; & partant 'arc GF =GN
=GA. 1l elt donc évident que la cauftique DFB eft
une roulece décrite par la révolution entiere du cercle
GFH fur ladroite BD.

Exemrie V.

123. So 11 encore la courbe 424D une demi roulette
ordinaire, dont la bafe BD eft égale  la demi-circonfé-
rence 4N B du cercle géncrateur. Ec foient 4 préfent les
rayons incidens 2.1 paralleles d la bafe BD.

Si Pon mene 6.2 perpendiculaire fur 2.1, les triangles
ré@angles GQf, BPN feront égaux & femblables; &
partant 27Q — PN. D'ot l'on voit *qu'il faur prendre
24F égaledappliquée correfpondante 22V dans le demi-
cercle géncrateur AN B.

Afin que le poinc 7 foit le plus éloigné qu'il eft poffi-
ble de I'axe 43, il faut que la tangente 47F en ce point
{oit parallele d cer axe. L'angle 22¢F fera donc alorsdroit,
fa moiti¢ P24G ou PN B demi droit; & partant le point
2 tombera dans le centre du cercle 4N D.

Cleft une chofe digne de remarque, que le point 7
approchant enfuite continuellement de l'extrémicé B, le
point 7 approcheauffi de I'axe 4.2 jufqu’d un certain point
K, aprés quoi il s'en ¢loigne jufqu'en D5 de forte que la
cauftique 4 FKFD aun point de rebrouflement en K.

Pour le déterminer, je remarque * que la portion 4F
= PM+ MF, la portion A FK==H L+LK, &la portion
KFdelapartie KFD,elt = HZ+LK—PM—MF:d'on
I'on voit que HZ + LK doit &tre un plus grand. Cleft
pourquoi nommant 4, x; HZ,y s 'arc 47, u5on aura
HL~+ZK=u+2y, dont la différence donne dz + 2dy

d:

=o, & "T” = 2dy = o, en mettant pour dx {a valeur
e, 10 N1

% : d’olt I'on tire adx = — zydy = 2xdx — 2adx i caufe
du cercle; & partant 4H (x) = 1a.

Pij

Fie. 105.

“Art. g5
3.

*Ar. 110
o
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COROLLAIRE

124. Lieseace arsron AFIF2 renfermé par les
portionsdecourbes AF ou AFKF, AM, & par le rayon ré-
HeéchiMF, eft égal 4 la moitié de Pefpace circulaire 4PN,
Car fa différence, quieft le (édteur £270 , eft égale d la
moiti¢ du rétangle 2ps &, difference de l'efpace A2 N5
puifque les criangles retangles M0m, MRm crant €gaux
& femblables , 270 fera égale 3 2R ou NS ou Pp, & que
de plus #F = PN,

Exemrre VL

Iz5. Sox'r la courbe 47D une demi- roulette formée
parlarévolution du cercle 276G NV autour de fon égal 4GK,
dont Porigine eft en 4, & le fommer en D5 foient les
rayons incidens 41 qui partent tous du point 4. La li.
gne BH quijointles centres des deux cercles générateurs,
pafle continuellement par le point touchant G, & les arcs
GM,G A comme auffi leurs cordes, font toujours égaux ;
ainfi l'angle HGM=BG A, & I'angle G 4=G A 1. Or
Pangle HGM+ BG.A = GM.A + G AM; puilqu'ajodirant
de part & d’autre le méme angle 4G, onen forme deux
droits. Donc l'angle HG/ era toujours égal d I'angle
G & partant auffi d I'angle de refléxion GAMF: d'ot
il fuit que 27F pafle toujours par le centre A du cercle
mobile.

Maintenanc (i 'on mene les perpendiculaires CE, GO fur
lerayon incident 447 il eft clair que #0 =04, & que
OF = 102 puifque ¥ le point C ¢rant 4 la dévelopée,
GC =1G2. On avra donc ME = % AM, ceft 4 dire

=1y & par conféquent MF {‘7‘1—‘) =1y: d'ott l'on
voit que fi I'on mene GF perpendiculaire fur AF, le point
F fera & la cauftique 4FK.

Le cercle quia pour diamétre G, pafle par le point F3
& les arcs G4, L GF, mefures du méme angle G4, étant
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entr’eux comme les diamétres AN, GH de leurs cercles,
Yarc GF fera égal a I'arc G, & par conféquent 4 l'arc
GA. Douil eft évident que la cauftique 4FK cft une
roulette décrite par la révolution du cercle mobile HHFG
autour de I'immobile #4GK.

COROLLAIRE.

126. Sl T'on décrit un cercle qui ait pour centre le

point B, & pour rayon une droite ¢gale d BH ou 4K ;

&qu'il y ait une infinité de droites paralleles 4 2D qui

tombent fur fa circonférence:: il eft vifible * qu'elles for- * 4+, 120
meront en fe réfléchiffant la méme cauftique £FK.

Exemrre VIL

127. Sorr la courbe 42D une logarithmique fpira- Fye. 107,
le, avec lesrayonsincidens 4A£ qui partent tous du cen-
tre A.

Si I'on mene par I'extrémité € du rayon de la déve-
lopée la droite C4 perpendiculaire fur le rayon inci-
dent 41, elle le rencontrera * dans le centre o. Cleft *Art. o1
pourquoi A2 (y) =as&parant MF (2 )=y, Le
triangle 4ALF fera donc ifofcele; & comme les angles
d’incidence & de réfléxion 4A17, FAMS font égaux en-
treux, il s'enfuit que 'angle AF M eftégal d Pangle 4217
Dot il eft clair que la cauftique 4FK fera une logarith-
mique fpirale qui ne diffcrera de la propofée 4MD que
par fa pofition.

Prorosrrion IL
Probléme.

128, I_A cauftique HF par réfléxion étant donnée avec le ¥yq, 108,
point lumineux B ; trowver une infinité de courbes telles que
AM , dont elle foit canftique par réfléxion.

Ayantprisd difcrétion fur une rangente quelconque 77 4

lepoint 4 pour un des pointsde la courbe cherchée 775
P iy
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on décriradu centre B, de l'intervale B 4 l'arc de cercle
AP, & d'un autre intervale quelconque BAf, un autre
arc de cercle. Ec ayant pris 4 H + HE— BM— B4 ou
P M, on developera la cauftique HF en commengant au
point E; & l'on décrira dans ce mouvement une ligne
courbe £A1 qui coupera l'arc de cercle décric du rayon
BM, en un point 2/ qui fera * 4 la courbe 4. Car par
conftruction PM + MF = AH + HF.

Ou bienayantattaché un fil BA/F par fes extrémitez en
B&en F,onfera tendre ce fil parle moyen d'un ftile placé
en M, que l'on fera mouvoir en forre que I'on envelopera
par la partie 22F de cefilla cauftique HF 5 il eft clair que
ce fhile décrira dans ce mouvement la courbe cherchée
MA.

AuTre SoruTiow

129. AYANT tiré 4 difcrétion une tangente FAfautre
que F{.4, on cherchera fur elle un point 27, tel que BAL
o+ MF=B.A+AH+ HF. Cequi c fera en cetre forte.

Soit prife FK==B A4 +AH~+HF, & divifant BK par le
milieu en G, foit tirée la perpendiculaire G41:elle rencon-
trera la rangente £7au point cherché 44, Car BAr=11K.

Si le point B étoit infiniment ¢loigné de la courbe 421,
c’efta dire que les rayonsincidens 8.4, B2 fuflent paral-
leles 4 une ligne droite donnée de pofition ; la premicre
conftruction auroit toujours lieu , en confidérant que les
arcs de cercles décrits du centre B deviennent des lignes
droites perpendiculaires fur les rayons ineidens. Mais cee-
te derniere deviendroit inutile ; ceft pourquoi il faudroic
lui fubftituer celle qui fuit.

Soit prife FK==AH-FHF. Ayant trouvé le point 47 tel
que 212 parallelea 4.8 perpendiculaire fur 4 2, foitégale
3 MK :ileft clair*que ce point ferad la courbe cherchée
A M; puifque P M+ MF=AH~+HF.Or celafe faitainfi.

Soit menée KG perpendiculaire fur 42; & ayant pris
KO = KG, foient tirées K 2 parallele 1 0G, & PN paralle-
le d GK ¢ je dis que le point 47 fera celui qu'on cherche.
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Car 4 caufe des triangles femblables GKO, PMK, I'on
aura PM= MK ; puilque GK = KO.

Sila caoftique HF fe réunifoit en un poine, la courbe

A M deviendroit une fedtion comque. -

CororratrRe L

1o. Tv eft clair que la courbe qui paffe par tous les
points K, eft formee par le developement de la courbe
HF en commengant en 4, & qu'elle change de nature &
mefure que le point 4 change de place fur la rangente
AH. Donc puifque les courbes 424 naiffent toures de
ces courbes par la méme conftruction , qui cft géomerri-
que;; il senfuit*quelles font d’une nature differente en-
tr'elles, & qulelles ne font géomctriques que lorfque la
cauftique £ eft géoméerique & réctifiable.
CororLrLalrRE IL

31 UNE ligne courbe DV étant donnée avec un point
lumineux C; trouver une infinité de lignes telles que 4 A1,
enforte que les rayons reflechis D4, VM fe rcuniffenc en
un point donné B, apres s'étre réflechis de nouveau d la
rencontre de ces lignes 4 M.

S Pon 1imagine que la courbe #F foit la cauftique de
la donnce DV, formée par le point lumineux ¢ 5 il eft
clair que cette ligne HF doit étre auffi Ja cauftique de la
courbe 4 M ayant pour point lumineuxle point donne B
de forte que FR=BA~AH 4 HF ;& NK=BA~AH
~+HF - FN=BA+ AD+ DC— CN, puifque* HD
= DC == HF +FN + NC. Ce qui donne cette conftru.
&ion.

Ayantprisd difcrétion fur unrayon réfléchi quelconque
le point 4 pour un des points de la courbe cherchée 427,
on prendra furun aucre rayon réfléchi A tel gu'on vou-
dra, la partie NK==BA+A4D+~DC—CN'5 & I'on trou-
vera le point cherché 47 comme ci-deffus, arc. 129,

«zEn

¥ Art. 108,

Fie. 110,

*Art. 110,
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SEcTION VIL

Ufage du Calcul des diffirences pour tronver les
Caufhiques par réfraction.

DEFINITION

Fie. 1. SI I'on congoit qu'uncinfinité de rayons B.4,BM, BD,
qui partent d’un méme point lumineux B, fe rompentd
la rencontre d’une ligne courbe 44D, en s'approchant
ou s'¢loignant de fes perpendiculaires A1C, en forte que
les finus CE des angles d'incidence C M E, foient toujours
aux finus ¢ G desangles de réfraction C MG, en méme rai-
F1c. 112, fon donnée dem d s 5 la ligne courbe #F & que touchent
tous les rayons rompus ou leurs prolongemens AH, MF,
DN, cft appellce Canfiique par refrattion.,

COROLLAIRE

132, St l'on envelope la cauftique #FA en commen-
gant au point 4, I'on décrira la courbe 4 ZK telle que 12
tangente Z F plus la portion £# de la cauftique fera con-
inuellement égale 4 la méme droite 477, Et fi I'on con-
goit une autre tangente Fz/ infiniment proche de FMZ,
avec un autre rayon d’incidence Bm , & qu'on décrive des
centres F, P, les petits arcs M0, M R : on formera deux pe-
titstriangles rectangles A Rm, M Om qui feront femblables
aux deux autres M EC, MGC, chacuna chacun ; puifque fi
I'on ote des angles droits R4ZE, CAfm le méme angle
E2tm, lesangles reftans R 47m, EMC feront égaux ; & de
méme fi I'on ote des anglesdroits G170, Catm le méme
angle GMm, les reftans 0 Mm , GMC feront égaux. Ceft
pourquoi km.Om:: CE.CG :: m.n. Or puifque Rm cft
* . 96. la difference de B, & Om celle de ZaM; il s'enfuic* que
BM — BA fomme de toutes les différences Rm dans Ja
portion de courbe 4 M, et d ML ou 4H — MF— FH
fomme de toutes les différences Om dans la méme por-
tion.
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tion AM, comme m elt 4 75 & partant que la portion
‘FH=AH— MF +~BA—" BM.
11 peut arriver différens cas, felon que le rayon inci-
dent B4 eft plus grand ou moindre que B2, & que le
rompu 4 envelope ou dévelope la portion 7 : mais
on prouvera toujours, comme I'on vient de faire,, que la
différence desrayonsincidens efta la différence desrayons
rompus (en joignant i l'un d’eux la portion de la caufti-
que qu'il dévelope avant que de tomber fur l'autre ) com-
memefta n. Par éxemple, BA-—BM . AH—MF—F H Fic. 112
::m.u,d’oh]’ontireFHv_—AH_MF.‘_;’ EM—,:" BA
Si 'on décrit du centre Z larc du cercle 4251l et clair Fiq, 111,
que 2 M ferala différence desrayonsincidens B, B4 Et
{i 'on fuppofe que le point lumineux B devienne infini-
ment élyigné de la courbe 4 A1D, les rayons incidens 3.4,
BMdeviendront paralleles, & I'arc 42 deviendra une li-
gne droite perpendiculaire far ces rayons.

ProrosiTtrion L
Probléme général.

1330 L& nasare de la courbe AMD, e point lumineax B, Fic. i1,
©~ le rayon incident BM étant donnéss trowver fur le rayon

rompn MF donné de pofition, le point F od il touche lu canfii-

que par réfraition.

Ayant crouvé *lalongueur A/C du rayondela dévelo- *S¢7. 5.
péeau point donné M, & pris I'arc Mm infiniment petic,
ontirera les droites Bm, Cm, Fm; on décrira des centres
B, F, les petits arcs MR, MO on menera les perpendi-
culaires CE, Ce, CG, Cg furles rayonsincidens & rompus ;

& I'on nommera les données BAL, ys ME, a3 MG, b5 &
le petit arc A/R, dx. Cela pofé,

{es triangles ré@tangles femblables A7EC & ArRm,
MGC & MOm, BMR & BQe¢, donneront ME (). MG
() MR (dx). MO =", Et BM (y).BQ o BE

Q

G
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{y +a):: MR (dx). Qe = ”’i"r';'ﬁ’f. Or par la pro-
priceé de la réfraction Ce. Cg:: CE.CG :: m.n. Et par’
tant m.7:: Ce — CE ou Qz(“"—*/‘lﬁf}.t‘g —CGou
Sg= %;%"ﬂ.Donca‘\ciaufe des triangles rédtangles fem-
blablesF 210 & Fsg,Pon aura M0 — sg(4m dx —ards—sandx

—
240(%5) i+ MS ou MG (b). MF=

o
0 - Ce

Ty = sy —awn
qui donne cette conftruction,

Soit fait vers Caf langle ECFH = GOM, & foit prife
vers B, MK:"]i. Je dis que i Pon fait HK . HE:: MG.
MEF. le point F fera 4 la cauftique par réfradion.

Cari caufe destriangles femblablesCG A1,C £ T, Pon aura.
CG.CE::n.m:: MG (4).EH="2 D'oil'ontire B f—ME
ou M =" 1 0f— MK ou HE —bry=smy—sm 5

O
biny —any — b
& partant HK ("hj“") HE(JZ):: MG (8).
o )
MF = o = *

1l eft clair que fi la valeur de HZK eft négative, celle de
MF leferaanffi: d’on il fuit que le point A7 tombe entre
les points G, F, lorfque le point A fe trouve entre les
points K, E

Si le pomnt lumineux B tomboit du cbté du point E,
ou ( ce qui eft Ja méme chofe ) fi la courbe #MD éroit
concave du core du point lumineux B y deviendroit né-
gative de pofitive qu'elle ¢toir auparavant, & l'on auroit

— bbm my
par confequent MF=':W+'.,,,’:T,; O e —wny = wane
Et la conftruction demeureroit la méme.

S1l'on fuppofe quey devienne infime : c’eft a dire quele
point lumineux 2 for infiniment ¢loigne de Ja courbe
AMD; les rayons incidens feront paralleles entr'eux, &

B Z
Lon aura MF = 7=, parceque le terme aan fera nul
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par rapport aux deux autres bziy, any i & comme MK (‘1)
s'évanouit alors, il n’y aura qu'a faire H M. FH E:: MG. M F.

CoRrRoLLAIRE I
134. ON démontrera, de méme que dans les caufti-
ques par réfléxion*,qu'unc ligne courbe 4 17D n'a qu'une
feale cauftique par réfraction, la raifon de m 3 # crant
donneée;laquelle cauftique eft toujours géomérrique & ré-
@ifiable,lorfquela courbe propofee 447D eft géomerrique.

CoroLrLAIrRE IL
15 St le point E tombe de I'autre coeé de la perpen-
diculaire 2¢C par rapportau point G, & que CE foic
égaled CGs il eft clair que la cauftique par réfraction fe

gera en que par réfléxion. Eneffet onaura MF
by ey, WL = ;
(b,,,]__,,,ﬁ_, =) =5 puifque 7=1n, & que « devient

négative de pofitive qu'elle étoit, & de plus égale a 4. Ce
qui s'accorde avec ce qu'on a démontré dans la fedtion
précédente.

Sim eft infinie par rapport a7 il eft clair que le rayon
rompu MF tombera fur la perpendiculaire C 1 de forte
que la cauftique par- réfraction deviendra la dévelopée.
En effer on aura A7F==+4, qui devienten ce cas M7C: c’elt-
a.dire que le point F tombera fur le point C, quieft a la
dévelopee.

5 Cororrarre IIL
136. 81 Ia courbe AMD eft convexe versle point lumi-

neux B, & que la valeur de MF (W_Lf,';’:,,;,,) foic
pofitive ; il eft clair qu'il faudra prendre le point F du
méme coté du point G,‘Par rapport au point Af, com-
me on ['a fuppof€ en faifant le calcul : & qu'au contraire
fielle eft negarive, il le faudra prendre du coté oppofé.
1l en elt de méme lorfque la courbe 47D eft concave
vers le point 35 maisil faut obferver qu'on aura pour lors

Qij

* At 114
1y
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MF L Dot il fuitqueles rayons rompus

infiniment proches font convergens lorfque la valeur de
M £ eft politive dans le premier cas, & ncgative dans le
fecond: & quau contraireils fone divergens lorfqu'elle eft
négative dans le premier cas, & pofiuve dans le fecond.
Cela pofé ; il eft évident ,
1°. Que fi la courbe 4 ALD eft convexe vers le point

lumineux B, & que 7 foit moindre que 75 ou que fi elle
elt concave vers ce point, & que 7 furpafle #: les rayons
rompus infiniment proches feront toujours divergens.

2°. Que fi la courbe 427D eft convexe versle point lumi.
neux 2, & que m furpafle 5 ou que (i elle elt concave vers
ce pont, & que m foit moindre que #: les rayons rompus
infiniment proches feront convergens, lorfque A/K (‘}—')
eft moindre que MH({:? —aoua —’7"‘), divergens, lorf-
qu'clle eft plus grande ; & paralleles, lor{qu'elle eft égale.
Or comme MK ==o, lorfque les rayons incidens font pa-
ralleles, il s'enfuit qu'en ce cas les rayons rompus infini-
ment proches feront toujours convergens,

CororLAaRrRE IV,

137. s 1 le rayon incident B touche la courbe 427D
au point M, l'on aura ME («)=o; & partant MF =64,
Ce qui fait voir que le point £ tombe alors fur le pointG.
Sile rayon incident B eft perpendiculaire 4 la courbe
AMD, les droites ME (a) & 211G (4) deviendront éga-
les chacune au rayon Cazde la dévelopee; puifqu'elles fo
confondent avec lui. On aura donc MF=——27___
=y e
b

lorfque les rayons incidens font paralle-

qui devient ——

les encrleux.

Si le rayon rompu M F touche la courbe 424D au point
21, Von avra 4G (4)=o. D'olt I'on voit que la cau&que
touche alors la courbe donnée au point 41,
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Si le rayon Caz de la dévelopée cft nul; les droites
ME (a), MG (b)feront avfli cgales a zero,; & par confe-
quent les termes #az, bbmy font nuls par rapport aux au-
res bmy, any. Dol il furr que MF=0; & quiainfi la cau-
ftique a le point 27 commun avec la courbe donnce.

Si le rayon € de la dévelopce eft infini; les droires
ME (a), MG(6) feront aufli ingmes, & par.confequent
les termes émy, any feront nuls par rapport aux autres
aan, bbmy : de forte qu'on avra MF = Hm_ Or*com-

Saan

me certe quantité et négative lorfque I'on fuppofe que
le point F tombe de 'aucre coté du point B par rapport
d la ligne 42D, & qu'au contraire elle eft pofitive lorf-
quon fuppofe qu'il tombe du méme core ; il senfurt¥que
Ton doit prendre le point £ du méme coté du point B,
ceft-a-dire queles rayons rompusinfiniment proches font
divergens. Il eft evident que le petic arc a7m devient alors
une ligne droite, & que la conftruction précédente n'a
plus de lieu. On peut lui fubftituer celle ¢i, qui fervira
a déterminer les points des cauftiques par réfraction lorf
que la ligne 41D eft droite.

Ayant mené B0 perpendiculaire fur le rayon incident
B2, & qui rencontre en O la droite 2/C perpendiculai-
re fur 4D on tirera OZ perpendiculaire fur le rayon
rompu MG; &ayant fait 'angle BOH égald'angle 2017,
on fera Bz BH :: ML.MF. Je dis quele point F fera &
la cauftique par réfraction.

Car les triangles rectangles EC & MBO, MGC& M1.0
feront toujours femblables de quelque grandeur que I'on
fuppofe C.a7; & partant lorfqu'elle devient infinie, I'on
aura encore ME (4). MG(6):: BM(y) ML = ? Era
caufe des triangles femblables 0 L41,0 B, 'on aura aufli
OL.OB(n.m):: ML (?) BH='". Dot lon yoit que

Bam(y). BH (22): mL(2). aer (),

ann

Qi

* Art.133.

* Art. 136.

Fio. 114,
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* Art. 137,

* At 132
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CororrLAaIRrRE V.

138. Ir_ eft clair que deux quelconquesdes trois points
B, C, F, c¢tant donnés, on peut facilement trouver le
troifiéme,

ExeEmpre L

139. S o017 la courbe 424D un quare de cercle qui ait
pour centre le point C; foient les rayons incidens B.A,
Ba, BD paralFeh:s entr'eux , & perpendiculaires fur CD3
foit enfin la raifon de 7z 4 #, comme 74 2, qui eft celle
que fouffrent les rayons de lumiere en paffant de 'airdans
le verre. Puifque la dévelopee du cercle 427D fe réiinic
en un point'C qui en eft le centre, il senfuit que fi 'on
décrit une demi.circonference #EC qui ait pour diamé.
tre le rayon €7, & qu'on prenne la corde CG=}CE;
la ligne 24G fera le rayon rompu, fur lequel on détermi-
nera le point 7, comme 'ona enfeigné ci-devant art. 133.

Pour trouver le point A ol le rayon incident B4 per-
pendiculaire fur 41D touche la cauftique par réfra-

&ion,l'on aura *AH("% = 3b= 3C.A.Et fil'ondccrit

une demi.circonférence CVD qui ait pour diamécre le
rayon CD, & qu'on prenne la corde CA=2CD; il eft
clair * que le point v fera 4 la cauftique par réfraction,
puifque le rayon incident 8D touche le cercle 424D au
point D.

Si l'on mene 47 parallele 4 CD; il eft vifible *que la
portion F H = AH — MF —% P M : de forteque la cau-
ftique entiere HFN=4CA—DN= 25¥icy. 5

Si le quare de cercle 41D eft concave vers les rayons
incidens Bz, & que la raifon de 7 4 n foit de 24 75 on
prendra fur la demi-circonférence CEA/ qui a pour dia-
metre le rayon Cz, la corde CG= 1 CE, & on tirera le
rayon rompu MG fur lequel on déterminera le point
par la conftruction générale art. 133.
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On avra*4H (;_;.ﬂ) =—2b,c’efta dire que 4 H fera
du coté * de Ja convexité du quart de cercle 4MD, &
double du rayon 4C. Ec fi I'on fuppofe que CG ou } CE
{oit egale 4 C s ilelt manifelte que le rayon rompu M F
touchera le cercle 4 A1D en M, puifqualors le point G fe
confondra avec le point Az. Dot 1l fuit que fi 'on prend
CE=2:CD, le point M tombera au point N ot la cau-
ftique HFA " touche le quart decercle 4A7D. Mais lorf-
que CE furpafle } €D, les rayons incidens BAf ne pour-
ront plusfe rompre, c'efta dire pafler du verre dansl'air;
puifqu’il eft impoflible que CG perpendiculaire fur lerayon
rompu MG, foit plusgrande que CA£: de forte que tous
les rayons qui tomberont fur la partie 7D fe réfléchiront.
Si 'on mene A7 parallelea €D il eft clair * que la
portion FH =AH—MF + 4P M: de forte que menant
NK parallele 4 CD, la cauftique entiere HFN == 2C4
+idK=1=YC4.

Exemrre IL

140. Sol'r la courbe 4D une logarithmique fpirale
qui ait pour centre le pomnt o, duquel partent tous les
rayons incidens 4 M.

1l eft clair * que le point E tombe fur le point .4, c’eft
a direque @ =y. Si donc l'on met 2 la place de « fa va-
learydans W__Lf;’;‘—_‘_‘;‘—valeur‘de M Florfquela courbe
eft concave du coté dupoint lumineux ; on aura A7F —4;
d'oit 'on voir que le point £ tombe fur le point G.

Sil'on mene la droite 4G, & la tangente M7 ; 'angle
AGO complémenta deux drottsde I'angle 4G a1, fera cgal
al'angle 4417 Carle cerclequia pour diametre la ligne
C M, paffant par les points .4 &G, les anglesAGO, AMT
ont chacun pour mefure la moicié du méme arc 27, 11
cft done évident que la canftique 4G eft la méme lo-

*Art. 137,

* At 136.

*Art. 137,

* At 1320

Frc. 117,

*Art. o1,

*Art, 135
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garithmique fpirale que la donnée 4/ D, & qu'elle n'en
différe que par fa pofition.

ProrosiTtion IL
Probléme.

141, I_A caufligue HUF par réfrallion étant donnbe avec
Jfon point lumincnx B, & Lu ratfonde m a n; trouver une in-
Jinité de courbes telles gue AM , dont elle foit canfique parré-
Srattion.

Ayant pris 4 difcrétion far une tangente quelconque
H A, e point A pour un des points de la courbe 427, on
décrira du centre B & de l'intervale B4 l'arc de cercle
AP, &d'un autre intervale quelconque BALun autre arc
de cercle; &ayant pris 4 £= 2-P M, on décrira en en-
velopant la cauftique A F une ligne courbe £, qui cou-
pera l'arc de cercle décrit de 'intervale 44, en un point
M qui fera dla courbe cherchée. Car *P M . 4E ou MZ
m.n.

AUTRE SOLUTION,

142. O cherchera fur une rangente quelconque F A1,
autre que H .4, le point A tel que HF +F M+ =BM
=HA+", BA. Celtpourquoifil'onprend FK=" B4
+.AH— FH, &qu'on trouve fur FK un point M tel que
MK =73 BM, il fera *celui qu'on cherche. Or ccla f&
peut faire en décrivantune ligne courbe G A1 telle que me-
nant d'un de fes points queiconque Af aux points don-
nés B, K, les droites A28, MK, cllesayent toujours entr’~
elles un méme rapport que 7 4 7. 1l n'eft donc queftion
que de trouver la nature de ce licu.

Soit pour cet effet menée AR perpendiculaire fur BK,
& nommee la donnée BK, 5 & les indéterminees BR,
%5 RM, y. Les triangles rédangles BRM , KR M donne-
o0t BM == Vax oy & KM==Vaa— za% 4 %% + yy:

de
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de forte que pour remplir la condition du Probléme, I'on
aura Viex gy Vaa— z2ax—+xx~+yy:m.n D'oltlontire

16mmx = axmm

py="T ks qui eft un lieu au cercle que l'on
T —

conftruira ainfi.

Soit prife BG =, 7, & B2 =75""—, & foit décrit du
diametre GQ la demi.circonférence G472 : je dis qu'elle
feralelieurequis. Carayant, 9 RouB2—FR="" —x,
& RGou BR—BG==x—"""; la propnéeé du cercle,
qui donne QR x RG= K2z, donnera en termes analyri-
ques yy=="TETENN __ yx,

Si les rayons incidens B.4, B font paralleles 4 une
droute donnée de pofition, la premiere {olution avra tou-
jours lieu ; mais celle ci deviendra inutile, & on pourra
lui fubftituer la fuivante.

Soit prife FZ =4 H-— HF; & ayant mené ZG pa-
rallele 3 4B & perpendiculaire fur 42, 0n prendra 20
== i LG, &on tircra L2 parallele 4 GO, & P2z parallele
4 Gz. Il eft clair* que le point 47 fera celui qu'on cher-
chej car puifque 20 ::;LO, ML :I"; P

Si la cauftique F £ par réfraction, fe retinic ¢n un point;
les courbes 444 deviennent les Ovales de Defeurtes, qui
ont fait tant de bruic parmi les Geometres.

CoRrRoLLAIRE L

143 O ~ démontre de méme que dans les cauftiques par
reHéxion* que les courbes 447 font de nature differente
entr'elles, & qu’elles ne font géomceriques que lorfque la
cauftique H 7 par réfradtion eft géometrique & réduiable.

Cororrarre IL

hH..l 'NE ligne courbe 4Af érant donnée avec le
poine lumineux 2, & la raifon de 742 trouver une infi-

Fro. 12c

Fre, 121,
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nieé de lignes telles que DV, en forte queles rayons rom-
pus M N fe rompene de nouveau d la rencontre de ces li-
gnes DA pour fe réunir en un point donné C.

Sil'on imagine que la ligne courbe 7 F fort la cauftique
par réfraction de la courbe donnée 41, formee par le
point lumineux B il eft clair que cette méme hgne HF
doit &tre auffi la cauftique par refradtion de la courbe cher-
chée DV, ayant pour point lumineux le point donne C.

“Art. 132 Ceft pourquoi* 2 BA+AH= Z2BM+MF+FH, &
NF+FH—NC=HD—" DC; & partant 2 BA+AH
= BM 4+ MN + HD— 2DC+ 2 NC; & tranfpo-
fanta Vordinaire, ” B4 — . BM + - DC-+AD=MN
=+ 2 \C. Ce quidonne cetre conftruction.

Ayant pris & difcrétion fur un rayon rompu quelcon.
que A4 H le point D pour un de ceux dela courbe cher-
chée DV, on prendra fur un autre rayon rompu quelcon-
que MF lapartie MK==Z BAd— 2 BM + > DC+4D;

*.rt. 142 & ayant trouvé, comme ci-deffus ¥, le point 7 rel que

¥ 13 VK =2 NC, il eft clair * quil ferad a courbe DV,

CoroLLAIRE GENERAL
DPour les trois Séctions precédentes.

*Art. So. 145, IL eft manifefte * qu’une ligne courbe n'a qu'une

Up ’57":& feule dévelopée, quune feule cauftique par refléxion, &
:’Z‘;‘“,‘f} “* qu'une feule par rcfraction, le point Jumineus & le rap-
h”: 7" port des finus érant donnés, lefquelles Lignes font toujours

géometriques & rectifiableslorfque cetee courbe eft géo-
métrique. Aulieuqu'une méme ligne courbe peut érre la
dévelopée , & I'une & I'autre cauftique daps le méme rap-
port des finus, & dans la méme pofition du point lumi-
neux, commune 4 une infinit¢ de lignes rrés différentes
entr'elles, & qui ne font géomérriques que lorfque cette
courbe eft géométrique & rectifiable.
5

@
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SYERGETTEO, NugiVal [ 1.
Ufage du caloul des différences pour trowver les points

des lignes courbes qui touchent une infinité de lignes
données de pofition , droites ou courbes.

ProrosriTroNn L
Probléme.

146. S o 11 domnte une ligne quelcongue AMB | gui ait Fic. 132
pour axe la droite AP ; [oicnt de plus entendues une infinité
de paraboles AMC, AmC, gui pafient tontes p.er le point A, &
qui ayent pour axes les appliquées PM , pm. 2/ fant trowver
La ligne conrbe qui touche toutes ces Paraboles.

1L eft clair que le point touchant de chaque parabole
AMC eft le point d'interfedtion C ou la parabole 4mC,
quien eft infiniment proche, la coupe. Celapofé, &ayant
men¢ CK parallele a A77, foient nommeées les données
AP,x3 PM, y; &lesinconaues AK,#3 KC,z On aura
par la propricté dela parabole, 7P (xx) . K" (as — 2ux
wxx) i MP(y). MP —CK (y —z). Ce qui donne zxx
== 2uxy — wuy, qui eft P'équation commune 4 toutes les
paraboles telles que #27C. Or je remarque que les in-
connues 4K () & KC (z) demeurent les mémes, pen-
dant que les données 42 (x) & PAL (y) varient en de-
venant 4p & pm; & quiil n'arrive que KC (z) demeure
la méme, que lorfque le point C et celui d'inter(¢-
tion: car il eft vifible que par tout ailleurs la droite KC
coupera les deux paraboles 4MC, Am® en deux diffé-
rens points, & qu'elle aura par conféquent deux valcurs
qui repondronta la méme de 74, Cleft pourquoi fi 'on
traite » & z comme conftantes, en prenant la difference
de I'équation que I'on vient de trouver, on dércrmine-
ra le point € a étre celm d’interfé@ion. On aura donc
22xdx% == 2uxdy + 2uydx —uudy : d'olt l'on tire Iinconnue

Rij
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__ texdy —ayxdx
AR (2) = B s - €n mectant pour z fa valeur
2wy
Vi

5 & la nature de la courbe 4 B ¢tant donnée,

on trouvera une valeur de dy en dx, laquelle érant fubfti.
tuée dans la valeur de 4K, cette inconnue fera enfin ex-
primée en rermes enticrement connus & dclivrés des dif-
férences. Ce qui €toit propofc.

Siau lieu des paraboles.4 AC,on propofoit d'aucres lignes
droites ou courbes dont lafoﬁuon irdeterminde, on ré-
{foudroit toujours le Probléme 4 peu pres de la méme ma-
nicre: & c’eft ce que Ponverra dansles Propofitions fuivans
tes.

. EXEMPLE.
147. Qut I'équation xx = gay — 4yy exprime la na-
ture de [a courbe 4278 : elle fera une denu - ellipfe qui
aura pour petit 2xe, la droite 4.2 =a perpendicularre fur
AP, &dont le grand axe fera double du peric.
On trouve xdx &= zady — 4ydy 5 & partant 4K

— axyde ax

=% = D'ot il fuic que fi l'on prend

»
( ’kx,t/v = ydx
4K quatriéme proportionnelle 3 M2, P4, AB,& quon
mene KC perpendiculaire fur 4K ; elle ira couper la pa-
rabole 4 MC au point cherché C.

Pour avoir la nature de la courbe qui rouche toutes
les paraboles, ouqui paffe par tous les points Cainfi trou-
vés, on cherchera I'équation qui exprime la relation de
AK (1) 4 KC ({ ) en certe forte. Mettant 4 la place de
« fa valeur % dans zex == 2uxy — wuy, lon en tire

y=rs & partant x ou = _"*_, Si donc l'on
met ces valeurs dla place de x &y dans xx == g4y — 43y,
on formera I'équation # == 442 — 4az ol x & y ne fe
renconrrent plus, & qui exprime la relation de #Kd KC.
D’out Pon voir que la courbe cherchée eft une parabole
?ux’ a pour axe la ligne B.4, pour fommet le point 3, pour

oyer le point #, & dont le parametre par confequent cft
quadruple de £.3.
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On vient de trouver y = "%, d'ou l'ontire KC (z)

=
=ﬂ’]_—” Or comime cette valeur elt pofitive Jorfque

2y furpaflé «, négarive lorfqu'il et moindre, & nullelorf-
quil lui eft egal: 1l s'enfurt que le point touchant C tom-
be au deflusde 42 dansle premier cas, comme l'on avoit
fuppofe en faifant le calcul; au deflous dans le fecond, &
enfin fur 42 dans le troificme.

Si I'on mene la droite AC qui coupe AP en G; je dis
que MG=20, & que le point G cft le foyer de la para-
bole 4a£C.Car, 1°. 4K (1;) KC(#522):: AP (x).
PG=zy—a.&partant MG=a—y=2D5Q.2° Le para-
metre dela parabole 4 MC,eft =4a— 4y en mertant pour
xx fa valeur g2y — 47y & partant MG (2 —y) elt la qua-
triéme partic du parametre : d’out I'on voit que le point
G eftle foyer de la parabole ; & quainfi 'angle .4 C doit
&Leredivife en deux égalemenr par la tangeate en 4.

1l fuit de ce que le parametre de la parabole 421C et
quadruple de .9, que le fommet a1 tombanten 4, le
parametre fera quadruple de 4.8, &qu'ainfila parabole,
quia pour fommet le point 4, eft afymprotique de celle
qui pafle par rous les points C.

Comme la parabole BC touche toutes les paraboles
telles que 427C; il eft clair que toutes ces paraboles cou-
peronc la ligné déterminée 4C en des points qui feront
plus proches du point  que le point C. Or Pon démon-
tre dans la Baliftique (en fuppofant que 4K foit horizon-
tale) que routes les paraboles telles que 4MC marquent
Ie chemin que décrivent en l'air des Bombes qui feroient
jeteées par un Mortier place en 4 dans toutes les ¢léva-
tions poffibles avec la méme force. Dol il fuit que fi
P'on mene une droite qui divife par le milicu I'angle 3.4C;
elle marquera la pofition que doit avoirle Mortier, afin
que la Bombe qu'il jette, tombe fur leplan #C donnéde
pofition,, en un point € plus éloigné du Mortier, quen
touce autre ¢levation,

R iij
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ProrositioN IL

Probléme.

. 148, S 01T donnée une courbe quelcongue AM, gui ait

pour axe la droite APy trowver une autre courbe BC relle
giayant mené a diferition Papplignée PM, & la perpendi-
cularve PC 4 cetre courbe, ces deux lignesPM,PC foient tox-
Jours cgales entrelles.

Si 'on congoit une infinité de cercles décrits des cen-
tres 2, p, & des rayons 2C, pC égaux i P, pms il eft
clair que la courbe cherchée BC doit toucher tous ces
cercles, & que le point touchant C de chaque cercle eft
le point d’interfection oit le cercle qui en eft infiniment
proche, le coupe. Cela pofé, foit mené CK perpendicu-
laire fur 42 foient nommées les données & variables
AP, x5 PM ou PC, y; les inconnues & conftantes 4K,
#3 KC, x5 & I'on aura par la propriété du cercle P¢*
= PK + K", ceft dire en termes analytiques yy = xx
— 2ux 4 un + %, qui eft 'équation commune 4 tous
ces cexcles, dont la différence eft zydy = 2xdx — 2ndix :
d'ott P'on tire PK (x —# = %5 ce qui donne cette con-
ftruction générale.

Soit menée A7Q perpendiculaire a la courbe 4215 &
ayant pris PK==2.9,, foittiree KC parallelea P A1 : je dis
quelle rencontrera le cercle décrit du centre 2 & du
rayon 2C== P M au point C, oltil touche la courbe cher-
chée BC. Ce qui eft évident; pui(qucl’,2=ﬁ‘{.

On peur encore trouver la valeur de PK de cetce au-
tre maniére.

Ayant mené 20 perpendiculaire fur Cp, les triangles
rédangles p0P, PKC feront femblables; & partant 7p

(dx).0p (dy) :: PC (y). PK = "2,
Lor(que 2.2 =7 M, il eft clair quele cercle décrit du
rayon /°C, touchera KC au poinc K : de forte que le point
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touchant C fe confondra avec le point K, & tombera par
confequent fur I'axe.

Mais lorfque 2@_furpaflera M, le cercle décrit du
rayon 2Cne pourra toucher la courbe BC; puifqu'il ne
pourra rencontrer la droite KC en aucun poin.

ExEmMPLE

149 Soy'r la courbe donnée 421, une parabole qui
ait pour équation ax =yy. On aura 2.2 ou 7K (x —=)
#=1a; & par conféquent x = a1, & yy == jua + 2%
4 caufe du triangle rédtangle PKC. Or fil'on met ces va-
leurs dans ax=yy, on formera 'équation {az +au = jaa
+ 23 0u aa + au == zZ, qui exprime la nature de la
courbe BC. Dol il eft clair que cette courbe eft la me-
me parabole que .45 puifqu'elics ont I'une & l'aurre le
méme parametre #, & que fon fommet B eft ¢loigné du
fommet 4 de la diftance BA = {a.

ProrositioN IIL

Probléme.

150. S 0T donnée wne ligne courbe grelcongue AM , qui
ait pour diametre la droite AP, @~ dont les appliquées PM,
P foient paralleles a la droite AQ donnée de pofitions ¢~
ayant mené MQ , mq paralleles 4 AP, foient tirées les
droites PQC, pqC. On demande la courbe AC qui @ pour
rangentes toutes ces droites : ou, ce qui ¢ff la méme chofe,
il s'agit de déterminer fur chague droste PQC le point tou-
chant C.

Ayant imaginé une autre tangente p¢” infiniment pro-
che de 2.2C, & men¢ CK parallele & 40, on pommera
Jes donnces & variables A2, x5 Pt ou A2 yslesin-
connues & conftantes 4K, #5 KC, %5 & les triangles
femblables 270, PKC donneront A2 (x). A2 (y)
2 PR (x#4u). KC(x) =y~ ".qui eft '‘quation

Fic. 123,

Fio. 124
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commune 4 toutes Jes droites telles que KC. Sa différen.
ce eft dy + U=, ooty Pontire 4K (1) = T
Ce qui donne ceree conftruction géncrale

Soit mence la tangente 217", & loit prife 4K troificme
proportionnelled 47, 4 ~:jedis que (i 'on mene KC pa-
rallele 4 4.9, elle ira couper la droite 2,2C au point
cherché C.

Car AT (528) 4P ()i AD(x) . AR =370
Exemrere L

Fic.124. IS Soir 1a courbe donnée 421, une parabole qui
ait pour ¢quation ax==yy. On aura 47=A7; d’ott il {uit
que 4K (x) = x, c’efta dire que le point K rombe fur
le point 7. Si I'on veut & préfent avoir une équation qui
exprime la relation de 4K (%) 4 KC (z)5 on trouvera
KC (z) =2y, puilque I'on vient de trouver que PK eft
double de 42, Mettant donc 4 la place de x & y leurs
valeufs » & £z dans ax = yy, on aura gax = zz: d'oit
P’on voit que la courbe 4C’eft une parabole quia pour
fommet le point 4, & pour parametre une ligne quadru-
ple du parametre de la parabole 427./

Exemepre IL

Frs. 5 1520 S o1 la courbe donnée 427, un quart de cercle
B MD qui ait pour centre le Toinr A, & pour rayon la li-
gre 4B ou 4D, que fappelle a. Il elt clair que 20 eft
toujours égale au rayon A ou A5, c'eft 4 dire qu'elle
eft par.tout la méme : de forte que I'on peut concevoir
que {es exerémités 2, @_ghffent le long des cGtés BA,
ADde I'angle droit BAD. Onavra AK (v)= :: , puifque
AT=""3&les paralleles KC, 4.9 donnerontA P (x).P.2_
(a):: AK (%) 0= '-: Dol I'on voit que pour avoir

le point touchant C, il 0’y a qud prendre QC troificme
propor-



PES INFINIMENT PETITS. 7. Partie. 137
proportionnelle 3 70 & A 2. Si P'on cherche I’équation
'p qui exprime la nature de la courbe BCD, on trouvera
celle-ci, #*— gaan* + za‘un — & =o.
s & aazg, + jaRR
B
T i<

Cororraire L

153. St Fon veur chercher le rapport de la portion DC
de la courbe BCD i fa rangente C 2, I'on imaginera une
autre rangente ¢p infiniment proche de C25 & ayant dé-
crit du centre C le petit arc 20, I'on aura (p—C2 ou 0p
4 pour la différence de C2 =

d’oltl'ontire Co= 0p+ ’f" . Ord caufe des triangles ré-
&angles femblables 0 2.4, Pp0, 'on aura PQ (a). 42 |x)
+: Ppldx). Op==% & pareant Cc =% — pc—pe. 1l
eft donc manifefte quen quelque endroit que I'on prenne

Ie point €, I'on aura toujours DC—De (55).CL—op

e xx,
Ce==— il

2L
5

(’l"L) :: 3. 2. Dotil fuic que la fomme de toures les
différences DC — De qui répondentd la droite 72D, ceft
4 dire * la portion DC de la courbe BCD, cft dla fomme *_4yr. o6.
de toutes les diffcrences € 2~—¢p quirépondent 4 laméme
droite 2D, c'eftddire *d la tangente C2:: 3. 2. Etde mé- % 41, o5,
me que lacourbe entiére BCD efta fa tangente BA :: 3.2,

Cororrarre IL

154 S 1 l'on dévelope la courbe BCD en commengant
par le point D, on formeralaligne courbe DN F telle que
CN.CP::3.2. puifque € & eft tonjours égaled laportion
DCdela courbe BCD. Dol fuit que les fécteurs fem -
blables CA72,C 20 fontentr'eux :: 9. 4. & partant que e
pace DCV renfermé par les courbes DC, DAV, & par la
droite OV quicft en C, & perpendiculaire en

5
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2V, eft 4 I'efpace DC 2 renfermé par la courbe DC, & par.
les deux tangentes D2, CP, comme .2 4. %

Cororrarre IIL

155, LE centre de pefanteur du {écteur C# doit Etre
fitué fur I'arc 205 puifque CP=3CN. Etcomme cet arc
eft infiniment petit,il s'enfuit que ce centre doit &cre fur la
droite 4D 5 & partant que le centre de pefanteur des ef-
paces DCN', BDF , qui font compofés de tous ces {¢-
&eurs, doit Ecre fur cetee droite 4D : de forte que fil'on
décrivoit de I'autre coté de BF une figure toute pareille
i BDF, le centre de pefanteur de la figure enticre feroit
au point 4.

Cororraixe IV.

156. A caufe des triangles rédtangles femblables 7.9 4,
2P0, lonanra PQ (a). AQ ou P M (Vaa —xx)::Pp(dx)
20 ="Y"=% Et} caufedes(¢@eurs femblables 20,

0
CNn,l'onauraaufliCP2.CN,ouz.3::P0 (‘—WL—’()-N"

@

. Orle rédangle M2 x Pp, c’eft d dire * le
petit efpace circulaire M2pm = dxVaz— xx. Onaura
doncABxNn=+MPpu: d'odil fuic que la portion ND
dela courbe D VF étant multiplice par le rayon 43, eft
fefquialeére du fegment circulaire D M2, & que la courbe
entiére DNF eft ¢gale aux trois quarts de BAMLD qua-
triéme partie de la circonférence du cercle.

ProrosiTioN IV.
Probléme,

Pro. 12600974 S o 1T donnée une courbe guelcongue AM, qui ait
pour e Lu droite AP; & foient entendues une infinité de per-
pendiculaires MC, mC a cette conrbe, On demande la conrbe
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qui @ pour tangentes toutes ces perpendiculaires : on ce qui ¢ff
L méme chofe, il faut trowver fur chaque perpendiculaire MC
le point touch.nt €. |

Ayane imaginé une autre perpendiculaire mC infini-
ment proche de MC, avec une appliquee 472, on me-
nera par le point d’interfection C les droites CK perpendi.
culaire & CE parallele 4 I'axe ; ayant enfuite nomme les
données & vanables 47, x5 P M, 5 lesinconnues& con-

ftantes 4K, 5 KC, z; onaura 1’.24:’;;’ , PK ou CE

=u—x, M E=y+ z;&lestriangles rétangles femblables
MPQ, MEC donneront M2 (y). 2Q () s ME (y+%).
EC (#—x) =”{L;:l“7. qui eft une ¢quation commu-

ne a routes les perpendiculaires telles que A7, & dont
la différence ( en fuppofant dx conftante ) donne — d
= 2k Y 2l o) Ton tire ME (5+y) = d:';';"
Orla nature dela courbe 4 M érant donnée, l'on aura des
valeurs de dy & ddy en dx*, lefquelles érant fubftiruces

dxt Amdy? i
dans:,Tj- ,donneront pour A E une valeur enti¢rement

connue & délivrée des diffcrences. Ce qui €toic propofc.

1l eft évident que la courbe qui paffe par tous les points
C, eft la dévelopee de la conrbe 4415 & comme I'on en
a traité expres dans la Setion cinquieme, il feroit inutile
d’en donner ici des éxemples nouveaux,

ProrosiTron V.
Probléme.

158, D EUX lignes quelcongues AM, BN étant données Fio. 12+,
avec une ligne droite MIN quz demeure toujours la méme s on
[fuppofe que les extrémités M, N de ceste ligne gliffent contr-
nuellement le long des deus-autres , @& Lon demande la courbe
quelle touche toujours dans ce mowvement.

Ayant meng les tangentes 477, 7', &imaginé une au-

Sij
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tre droite mn infiniment proche de 272V, & qui la coupe
par conféquent au point C ot elie touche lacourbe dont
ils’agit de determiner les points. 1l eft cluir que la droite
MN, pour parveniren mz, a parcouru par fes extrémités
les petites portions Mim, Na des igoes 4 M, BV, lefquelles
font communes 4 caule de leur infinie peritefle, aux ran-
gentes 7 M, 7 N : de forte que I'on peut concevoir que la
ligne A1 pour parvenir dans la ficuation infiniment pro-
che zn,ait gliffe le long des droites 7M1, 72V données de
pofition.

Cela bien entendu, foient mendes fur V7 les perpen-
diculaires M2, CK 5 foient nommées les données & va-
riables 7.2, x; P M, y; les inconnues & conftantes 7K, 5
KC, z; &la donnée M A qui demeure par tout la méme,
a.Le triangle ré&angle 72 N donnera PN == Vaa— yy;
& 4 caufe des triangles femblables 720, NKC, I'onau-

ra NP (Vaa—yy). PM (y): NK (u~x—Vaa—py)
KC(z) =7"}E:7—-— . dont la difiérence donne wandy

— aaxdy— aaydx ~+y'dx == aady—yydyVaa—yy~: d'ot

en faifant Vaz— yy == m pour abréger, lontire 2K (x— x)
= Py ey midemmy on metcant pour ydx fa va.

wady M
leur xdy , 4 caufe des triangles femblables mR a1, MPT;
& partant MC=="""="%: ce qui donne cette conftru-
étion.

Soit menée 7'E perpendiculaire fur 24V, & foit prife
MC=s NE : je dis que le point C fera celui qu'on cher-
che. Car 4 caufe des triangles ré@angles femblables
MNP, TNE,'on aura MN (a). NP (m):; NT (m=x),
NE ou MC == 222

Aurremaniére. Ayant mené7 E perpendiculaire fur MV,
& décrit du centre C les petitsarcs 248, 0, on nommera
les données NE,r; ET, 53 MN, a; & 'inconnue CM, ¥.
On aura §m ou On==de; & les triangles réétangles fem-
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blables MMET&mS M, NET & nON, CMS & CNO donne-

ront ME (r—a). ET(s):mS (dt). SM= ;" Et NE (»).
ET (s) 100 (di). ON =", Ev MS — N0 (%),
MS ('—’_'%‘) :: MN (). MC (¢) =7 Ce quidonnela
méme conftrudtion que ci-defls,

Si I'on fuppole queles lignes 4, BN [oieat des droi-
tes qui faflent entr'elles un angle droic; il eft vifible que
la courbe cherchée eft la méme que celle de l'article 152.

ProrosiTrioNn VL
Probléme.

159. SolENT données trois lignes queleongues L, M, N ;
€ foient entendues de chacun des points L, | de [2 ligne L
deux tangentes LM & LN, Im &r1n, aux denx courbes M
& N, une i chacune. On demande la quatriéme courbe C, qui
ait pour tangentes toutes les droites MIN , mn gui joignent les
oints tonchans des conrbes M, N.

Ayant tiré la tangente ZE, & mené par un de fes points
quelconque E les perpendiculaires EF, EG fur lesdeux au-
trestangentesM.Z, V.Z, on concevra que le point / foitin-
finiment pres du point Z ; on tirera les petites droites Z £,
ZK perpendiculaires fur m/, n/5 comme auffi les perpen-
diculaires 22, mP, N2, nQ fur les tangentes A1.Z, m,
Nz, nl, lefquelles perpendiculaires [s'ent pent aux
points P& 9., Tout cela formera les triangles rectangles
femblables EFZ & ZH!, FGZ & LEK/5 comme avffi les
triangles ZMH & M Pm, LnK & NQn réttanglesen H &
7, K & , qui feront femblables entr'eux , puifque les an-
gles LM, MPm érant joints I'un ou l'autre au méme
angle 7 Mm, font un droit, Op prouvera de méme , que
les angles Znk, .27 font égaux cntr’eux.

Celapofé, on nommera le petit coté Afm du polygone
qui compofe la courbe M, dx 5 &les données EF,m; EG,
#y MNoumn, a; ML ouwml,b; NLow nl,rS; MP ou

H]

Fre. 128,
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mP,fi N Qoun®,g (je prens ici les droites MP, NQ
pour données, parceque la nature descourbes M, &V etant
donnce par la fuppofition , on les pourra toujours trou-
ver ); &l'onaura, 1° MP(f). ML (b):: Mm(du) LH
=Y. 20 EF (m). EG(n):: ZH(*f) . LK = o
30 LA ou Zn(¢). nQ (g) :: ZK (‘};:‘ AN =,
4°. (menant MR parallele 3 NZ ou nl) ml(b). In(c)
c:mM (du). MR =", 50. MR+ Nn (—'Z" -q-»‘f,'f,:i‘).
MR (%) :: MN (2). MC= 5% Cequil fal-
loit trouver.
Si la rangente EZ tomboit fur la rangente A7z, il eft

clair que ££ (m) deviendroit nulle ou zero; & parcant

ue le poine cherche € tomberoir fur le pome 2. De
méme (i la tangente £Z fe confondoit avec la tangente
LN alors EG (n) deviendroit nulle, & I'on auroit par
conféquent p1C=. :d’ottl’on voitque le point cherche €
tomberoi auffi fur le point &, Ec enfin i la cangente EZ
tomboit dans I'angle GZ7; en ce cas EG (1) deviendroic

P ; : b
négative: ce qui donneroit alors MC=— ﬁh—n‘ & le
point cherché € ne tomberoic plus encre les points M &
N, mais de part ou d’autre,

Exemrre I

160. SUP posons que les courbes A7 & N ne falfent
qu'un cercle. 1L eft clair en ce cas queb=c, & f=g;
ce qui donne MC= %, d’olt I'on voit quil ne fauc
alors que couper ladroite M4V en raifon donnce deman
pour avoir le point cherché C; c'eft 4 dire en forte que

MC.NC :m.n.

Exemrre IL
161. S wrroson's que les courbes A & A foient une
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Sédion conique quelconque. La conftruction générale fe
peut changer en cette autre qui eft beaucoup plus fim-
ple, i l'on fait attention 4 une propriété des Scctions coni-
ques, que I'on trouve démontrée dans les Livres quien
traitent: {gavoir que fi 'on menede chacun des points Z, /
d'uneligne droite EZ deux tangentes LM & LN, Im & Ind
une Sé&ion conique ; toutes les droites A7V, mn qui joi-
gnent les points touchans, fe couperont dans le méme point
C, par lequel pafle le diametre 4C, dont les ordonnees
{ont paralleles 4 la droite £Z. Car il fuit de 14, que pour
avoir le poinc C, il ne faut que mener un diametre qui
ait fes ordonnées paralleles 4 la tangente EZ.

11 eft évident que dans le cercle, le diametre doit écre
perpendiculaire fur la tangente £Z5 c'eltd dire quen me-
nant de fon centre 4 une perpendiculaire 43 fur cetre
ral\ngente, elle coupera la droite A7V au point cher-
chec.

REMARQUE

162. On peut par le moyen de ce Probléme réfoudre
celui ci qui dépend de la Méthode des Tangentes.

Les trois courbes €, M, V, érant donnees, on fera rou-
ler une ligne droite 2727 autour de la courbe C, en forte
qu'elle la touche continuellement; on tirera par les points
M, N, ouelle coupe les courbes A1 & IV, les rangentes A7.Z,
2V Z qui s'encrecoupent en un point Z, lequel décrit dans
€e mouvement une quatrieme courbe Z/ 1l s'agic de cirer
la tangente Z £ de cetre courbe, la pofition des droites
MN, M2, NL étant donnée avec le point touchant C.

Car il eft vifible que ce Probléme n’eft que Pinverfe du

récédent,& qu'ici MCeft donnée: cequ'on cherche, c’eft

araifonde EF, EG, qui détermine la pofition de la tan-
gente EZ. Ceft pourquoi fi 'on nomme la donnée MC, 43
Ton aura ﬁ:ﬁ: 5 = h: d'olt Lon tire m = ;——”;T:,/h 5
& par conféquent la tangente ZE doit écre tellement fi-
tuce dans l'angle donné A1ZG, que fi I'on mene d’un de

Fic. 128,
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fes points quelconque E lesperpendiculaires EF, EG fur
les cotés de cet angle ,elles foient roujours entr’elles en
railon donnde de 44gh & accf — ccfs. Or cela fe faic en

menant 27D parallele & NZ, & égaled W%”

1l eft ¢vident * que fi les deux courbes A7 & A ne font
qu'une Section conique, il ne faudra que tirer la tangente
LE parallele aux ordonnées du diametre qui pafle par
le point C.

SECTION
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SSEICETI O'N IWEEXS,

Solution de quelques Problémes qui dépendent des
Meéthodes pricedentes,

ProrosiTtioNn L
Probléme.

163. S o 1 1 une ligne courbe AMD (AP = x,PM =y, Fic. 130.
AB = a) telle que la valear de Lappliguéc y fort exprimée

par une fraition , dont le numératenr ¢~ le dénominatenr de-
wicnnent chacun xgro lorfque x =a, c'cff a dire lor[que le point

P tombe fur le pont donné B. On demande quelle doit étre

alors La valenr de Pappliguie BD.

Soient entendues deux lignes courbes 4N B, COB, qui
ayent pour axe commun la ligne 48, & qui foient telles
que I'appliquée 2N exprime le numérateur, & Iappli-
quée 20 le dénominaceur de la fraction genérale qui con-
vient 4 toutes les M : de forte que P = "—B;—o'ﬁ. Ileft

clair que ces deux courbes fe rencontreront au point B
puifjue par la fuppofition 2N & L0 deviennent chacune
zero lorfque le point 2 tombe en B. Cela pofé, fi I'on
imagine une appliquée 4d infiniment proche de BD, &
qui renconcre les lignes courbes 4N B, COB avx points
frgilonaurabd = A—i{‘ ¥, laquelle * ne differe pas de BD. *Are. 2.
1l w'eft donc queftion que de trouver le rappore de fg &
4f. Ox il eft vifible que la coupee 4 » devenant 453, les
appliquées 7 &, /0 deviennent nulles, & que 4.2 deve-
nant 46, elles deviennent ¢f, (g D'ou il fuit que ces ap-
pliquees, elles mémes 4f, 4z, font la difference des appli-
quees en B & 4 par rapport aux courbes 4N B, COB; &
partant que fi I'on prend 'a differeace du numératear, &
qa'on la divife par la difference du dcnuminate_l\ir, apres
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avoir faity=a=4 ou 45,onavra lavaleurcherchée
de Pappliquéeéd ou 5D, Ce qu'il falloit trouver,

Exemrre L

aifanx

164. So X T}/=L———p———. 1l eft clair que lorf-

quex=2, le numcratcur & le denominarcur de la fra-
ction deviennent égaux chacun a zero. Ceelt pourquoi

— 2x4d. aad; H
S 252 du numé-
o iYaax

! : 14
I'on prendra la différence £
Vaa

. f 2d :
rateur, & on la divifera para différence —- %57z du dé-
nominateur , aprésavoir fait x==a, c’eft 4 dire qu'on di-
vifera — $adx par — idx ; ce qui donne 2fa pour la va-

leur cherchée de BD.
Exemrre IL

165.So 1Ty= F=varaOn trouve y == 2, lorfque
¥ =a.

On pourroit réfoudre cet éxemple fans avoir befoin
du calcul des différences, en cette forte.

Ayant 6té les incommenfurables, on aura zaxx +24m[ey
— axyy —2&%+a* +aayy — 2a'y==o, qui étant divifé
parx —a, feréduitd aax —ad+2aay — ayy = o3 & fub-
{tituant # pour x, il vient comme auparavant y = za.

LeMME.

166. S O1T une ligne courbe quelcongue BCG , avec ane
ligne droite AE gqui la touche au point B, & fur laquelle
[oient marqués a diferétion denx points fixes A, E. Silon
fait rouler cette droite antour de La courbe , en forre g'elle ke
touche continuellements il eff clair gue les point fixes A, E
décrivont dans ce monvement denx conrbes AMD , ENH. 8
Lon mene  préfent DL parallele s AB, @ gui faffe par confé-
grent avec DK (fur laguelle je fuppofe la dyoite AE lorfgu'elle
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touche la courbe BCG en G) Langle KDL égal a langle
AOD fait par les tangentes en B, G ; & que Lon décrive
comme on voudra, du centre D Larc KFL:

e dis que DK .KFL :: AE. AMD == ENH. ffavoir +
lorfque le point touchant tombe soujours entre les points décri-
vans , @ — lorfqw'il les Lusffe tonjours du mime coré.

Car fuppofant que la droite 4 en roulant autour de
la courbe BCG foit parvenue dans les pofitions MCV,
mCn infiniment proches 'une de Iautre , & menant les
rayons DF, Df paralleles 4 CAf, Cm : il eft clair que les f¢-
&eurs DFf, C Mm,C Nauferont femblables; & qu'ainfi DF.
Ff:CM.Mm::CN.Nn::CM*CNouAE. Mm= Nn.
Or comme cela arrivera toujoursen quelqu’endroit que fe
trouve le point rouchant C, il s'enfuit que le rayon DK eft
4 l'arc KFZfomme de tous les petits arcs Ff:: 4E. AMD
== £V H fomme de tous les petits arcs Mm=e n. Ce qu'il
falloit démontrer.

Cororrarre L

167. v et vifible que les courbes 4MD , ENEL fonc
formées par le dévelopement de la méme courbe BCG 5
& quiainfi la droite .7E eft toujours perpendiculaire fur
ces deux courbes dans roures les pofitions ot elle fe ren-
contre: de forte que leur diftance eft par tout la méme ;
cequielt la propricté des lignes paralleles. D’ott on voit
qu'une ligne courbe 447D crant donnée, on peut trouver
une infinité de points de la courbe £NH fans avoir be-
{oin de fa dévelopée BCG, en menant autant de perpen-
diculaires que I'on voudra 4 cette courbe, & les prenant
toutes égales a la droite ££,

CororrAarrRe IL
168. S 1 la courbe BCG a fes deux moitiés BC, CG en-
ticrement femblables & égales, & que I'on prenne les
droites B4, GH égalesentr’elles il eft clairque les cour-
bes 42D, ENH feront femblables & egales, en forte
Tij
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qu'elles ne différeront que par leur poficion. Do il fuic
que la courbe 4MD ferad larc de cercle KFZ i+ L AE.
DK. c'eft 4 dire en raifon donnée.

ProrosiTtion IIL
Probléme.

169. SoteNT dewx courbes queliongues AEV, BCG,
avec une troifiéme AMD telle g ayant décrit par le dévelo-
pement de la courbe BCG une portion de courbe EM, la rela-
tion des portions de courbes AE , EM, ¢~ des rayons de la dé-
velopée EC, MG foit exprimée par une équation quelcongue
donnée. On propofe de mener d'nn point donné M fur la conrbe
AMD /s tangente MT.

Ayant imaginé une autre portion de courbe e infini-
ment proche de EAf, & les rayons de la dévelopeeCeF,
GmR ;Soit, 1°. CH perpendiculaire fur CE, & qui rencon-~
tre en A la tangente EH dela courbe 4P 2°. MZ pa-
rallele 4 C£, & qui rencontre en Z Parc GZ décrit du cen-
tre M & du rayon MG. 3°. GT perpendiculaire fur MG, &
qui rencontre en 7 la tangente cherchée a7

On nommeraenfuitelesdonnées 4, x5 EM,y;CE, #3
GM,z5 CH, s3 EH, t;'arc GZ, r: d’ou'onaura Ee=dx,
Feou Rm==dx==dg; & les triangles ré&tangles fembla-
bles .FE, ECH donneront CE (). CH (5):: Fe (dx). FE
=1 EtCE (). EH (#): Fe (dz). Ee (dx) = "%
Or parle Lemme‘RF—mzvi‘-i & partant RM (RF ~me

e g | d
o110 — ME +T7E — MF)="%+dy +“%. Donc 2
caufedestriangles réctangles femblablesmR A2, 4G 7' l'on
aura mR(dz}.RM(::-z-t-Lii+i/) # MG(x).GT=1¢
o *%" Mais i l'on met dans la différence de I'é-
quation donnée a la place de du & dy leurs valeurs dz &
'%‘5, I'on trouvera une valeur de dy en dx,, laquelle étant



DEs INFINIMENT PETITS. 7. Part. 149
fubftituée dans %Z' il viendra pour la foutangente cher-
chée G7" une valeur entiérement connue & délivrée des
différences. Ce qui éroit propofé.

Si l'on fuppofe que la courbe BCG fe réunifle en un
point @; il eft vifible que la porcion de courbe AME ()
fe change en un arc de cercle égal 4 l'arc GZ (), &
que les rayons CE (# ), GM (z) de la dévelopée de-
viennent égaux entr’eux: de forte que G7', qui devienten

zdy
ce cas O, fe trouvera =y 4+ s+ 7.

Exemrre
xx e )
170, Sorr y == les différences’ donneront dy
dx — xd;
= ZZT2% (on prend * — xdz au lNew de + wizs

sz — xde
—=,en

parceque x & y croiffant, z diminue ) =
meceant pour dx fa valeur “5; & partant 07 (y + s

_,_i::l)sy_i. s ST 2= #70% en mettant pour =
fa valeur y.
REMARQUE

71 Sx le point O tombe fur 'axe 4.8, & que la courbe
AEp foit un demi.cercle; la courbe 47D fera une demi-
roulette, formée par la révolution d’un demi-cercle BSA
autour d’un arc égal BGV d'un cercledécric du centre 0,
& dontle point géncrateur 4 tombera dehors, dedans, ou
furla circonférence du demi.cercle mobile BSV, felon
que la donnée  fera plus grande, moindre, ou égaled 07
Pour le prouver, & déterminer en méme temps le point B.

Je fuppofe ce qui eft en queftion, fgavoir que Ja cour-
be 424D eft une demi-roulette, formce par la révolu-
tion du demi.cercle BSAV, qui a pour centre le point K
ceatre du demi.cercle 4£77, autour de I'arc BGN décrit
du centre 0, & concevant que ce demi.cercle BS N s'arré-
te dans la ficuation BGAV telie que le point décrivant 4

!I)

Fic.i;

Fic. 135.

*Art. 8.

Fio. 1340
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tombe fur le point 24, je mene par les centres des cercles
genérateurs la droice 0K qui pafle par confequent parle
point touchant G ; & tirant KS E, j'obferve que les crian-
glesOKE, OK M font egaux & femblables, puilque leurs
trois cotes font egaux chacun i chacun, D'od il fuit
1°. Que les angles extrémes 20K, EOK font égaux ; & °
qu'ainfi les angles AfOE,GOB le font auffi : ce qui don-
neGB. ME::0B.0E. 2°.Que les angles 1% 0, EKO font
encore ¢gaux; &quainfi les arcs G, BS, qui les mefu-
rent, le fonraufli:laméme chofe fe doit dire deleurs com-
plémens G A, S, 4 deux droits;; puifqu'ils apparticnnent
4 des cercles égaux. Or par la génération de la roulette,
l'arc GB ducercle mobile eft égal 4 I'arc GB de I'immo-
bile. J'aurai donc SN.AE : 08 OE. Cela pofé,

Je nomme les données 077, b5 KV ou KA, ¢ & l'in-
connue KB, «. J'ai 0B =b~+c—u; &les fedeurs fem.
blables KE4, KSN me donnent KE (c). KS () :: AE
(x). SN==", Ecpartant OB (b+¢c —u). O {7\‘)

s " L,
22 SN (F) . EM(y) = ptai; = . Dol je tire
KB (v) = %22 11 eft donc évident que fi l'on prend

KB = L:—:_%,&qu'un décrivedes centres K & Ole demi-

cercle BS N &'arc BGN 5 la courbe 41D fera une de-
mi-roulette décrite par la révolution du demi-cercle
BS N autour del'arc BGA, & dont le point décrivant 4
tombe dehors, dedans, ou furla circonference dece cer-
cle, felon que K77 (¢) eft plus grand , moindre, ou égal 4
KB (é’—? , c'eft adire felon que  eft plus grand , moin-

dre, ou¢gala 07 (4).

CororLrAarre L
172. Tv eft clairque M (3). 4E (x):: KBx OF (12).
0B x KV (b +cc—uc). Orfi I'on fuppofe que 0B devien-
ne infinie ; la droite OF le fera aufli, & deviendra pa-
rallelz 4 0B, puifqu'elle ne la renconcrera jamais ; les
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arcs concentriques BGN, E M deviendront des droites pa-
rallelesentrielies, & perpendiculaires fur 08,0 £ : &alors
la droite Eafferadl'arc AE :: K B. K#.parceque les droi-
tes infinies OF, 0 B ne differant entr’elles que d’une gran-
deur finie, doivent érre regardées comme égales.

CororLraIrRE IL

173. Dﬁce ue lesangles A7K0, EKO font égau, il fuic
que les triangles AfKG, EK B feront égaux & femblables ;
& quainfi les droites 217G, EB font égales entrelles. Dot
Ton voit* que pour menerd'un pointdonné 1 fur la rou- * Ar. 43.
lette, la perpendiculaire 24G, il n’y a qua décrire du cen-
tre Ol'arc A F, & ducentre Afde lintervalle EZ unarc de
cercle qui coupera labafe BGA en un point G, par ol &
parle pointdonné A l'ontirerala perpendiculaire requife.

Cororrarre IIL

17 4. UN point G érant donné fur la circonférence du
demi-cercle mobile 6.3 fi l'on veu trouver le point a7
de la roulette fur lequel tombe le point décrivant . lorf-
que le point donn¢ G rouche la bafe, il ne faut que pren-
drelarc §7égal a I'arc BG, & ayant tiré le rayon K§ qui
rencontre en £ la circonférence 4E7, décrire du centre
O larc EM. Car il eft évident que cet arc coupera la
rouletee au point cherché Az,

Prorositrion IIL
Probléme.

175 S OIT ane demi-youlette AMD décrite par la révols- Fio.ss36.
sion du demi-cercle BGN antourd'un arc égal BGN dun an-
#re cercle, en forte que les parties révolues BG , BG foient
roujours igales entr'elles 5 foit le point décrivant M pris fur le
diamétre BN debors, dedans, ow far la circonférence mobile
BGN. 0 demande le point M de la plus grande largenr de
la demi-roulette par rappors 3 fon axe OA.
Suppofant que le poinc 24 foic celui quon cherche, il
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clt clair# que la rangente en £ doit Etre parallele 4 'axe
0 7, &quamfi la perpendiculaire 47G a la roulette, doit
Ecre aufli perpendiculaire fur axe qu'elle rencontre au
point 2. Ceia polé, fil'on mene OK par les centres des
cercles génerateurs, elle paflera parle point touchant G5
& fi on tire K Z perpendiculaire fur /G, on formera les
anglescgaux GA L, GOB: & partant larc /G quielt le dou-
ble de la mefure de 'angle GKZ, fera 4 l'arc 63 mefure
de 'angle GOB, comme lediametre BV eltau rayon 0 8.
Dol fwic que pour déterminer fur le demi.cercle BGN
le point G , o1l touche l'arc qui lui fere de bafe lorfque
le point décrivane a7 rombe fur celui de la plus grande
Jargeur ; il faut couper le demi-cercle G en un point
G, en forte qu'ayant tiré par le point donné M la corde
1G, arc /G loital'arc BG en raifon donneede BNA 0 B.
La queftion fe réduit donc a un Probléme de la géomé-
trie commune qui fe peut toujours réfoudre géomeeri-
quement lorfque la raifon donnée elt de nombre d nom-
bre ; mais avec le fecours des lignes dont I'équation eft
plus ou mains elevee, felon que la raifon eft plus ou
moins compofce.

Si l'on fuppofe que le rayon 08 devienne infini, com-
me il arrive lorfque la bafe 8G V7 devient une ligoe droi-
te; il senfuit que l'arc ZG fera infiniment petit par rap-
pore & l'arc GB. Dol I'on voit que la fécante 277G de-
vieat alors la tangente M7, lorfque le point décrivant
M tombe au dehors du cercle mobile ; & qu'il ne peucy
avoir Je point de plus grande largeur lorfqu’il tombe au
dedans  °

Lorfque le point Af tombe fur la circonférence en v,
il ne faut que dwifer la demi circonference BGN en
raifon donnce de BN a 0B au point G. Car le point 6
ainfi trouvé, fera celui of le cercle mobile BGAN tou-
che la bafe, lorfque le point décrivant tombe fur le point
cherché.

LEMME
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Lrvmumeze IL

176. B sons sriangle BAC, dons Jes angles ABC, ACB,
& CAD complément a dewx droits de Pangle obtns BAC,
[font infiniment petits 5 je dis que ces angles ont méme rapport
entr'eux que les corés AC, AB, BC, anfquels ils font oppofe.

Car fil'on circonfcritun cercle au tour dutriangle 2.4C,
les arcs 4C, 4B, BAC, qui mefurent les doubles de ces
angles, feront infiniment petits, & ne différeront* point
par conféquent de leurs cordes ou foutendantes.

Siles cotés 4C, A B, BC du triangle B A4C, nefont pas
infiniment petits, mais qu’ils ayent une grandeur finie :il
senfuit que le cercle circonfcrit doit €tre infiniment
grand ; puifque les arcs 4C, 4B, BAC, quiont unegran.
deur finie, doivent &cre infiniment petits par rapporta ce
cercle, étant les mefures d’angles nfiniment petits.

Prorositrion IV.
Probléme.

177 L E s mimes chofes ésant poséess il faut déterminer far
chagque perpendiculaire MG, le point C oi elle touche la dé-
velopée de la roulette.

Ayant imaginé nne autre perpendiculaire mg infini-
ment proche de MG, & qui la coupe par conféquent au
point cherché C, on tirera ladroite Gms & ayant pris fur
la circonférence du cercle mobile le petic arc Gg ¢gal 4
'arc Gz de Pimmobile, on menera les droites Mg, 13, Kg,
0z. Cela pofe, fil'on regarde les petits arcs Gg, Gg comme
de petites droites perpendiculaires fur les rayons Kg, 0z, il
eft clair que le petit arc Gg du cercle mobile combane fur
l'arcGgde Pimmobile, le point décrivant Aftombera fur
m, en forte que le triangle Garg fe confondra avec le
trianﬁlc Grmg. D’oti I'on voit quel'angle 2/Gm eft égal 4
Pang] cgc;;::GK%-'-GOg; puifqu‘ajodtant de pare & d’au-
trelesmémes angleskGg,0Gg,'on en compofe deux droits.

Or nommant les données 0G, 65 KG,u;GMouVGm, ms

F16. 137,

*Art, 3.

Frc. 155,
136,




* Art. 176,

* Ibid,

* Ibid.

Fio. 135,
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GZ1ou Ig, n3l'on trouve,1°,%0G . KG : : GKg. GOgz. Et

0G (4).0G+ GK ou OK (b=+a) :: GKg.GKg + GOg

ou MGm="4 GKg. 20X 1g. M1 :: GMg. MgLE Ig+ M1

ou MG (m). Ig (n) :: G Mg+ Mgl on GIgou ;GKg.GMg

ou Gmg = -GKg.3°. * L'angle MCm ou 24Gm —Gmg
:l';—l — 2 GKg).Gmg (5GKg):: Gm (m).GC

o
= m’-.-lz"ll::——‘ﬁ Ec par conféquentle rayon cherché MC

i K A b
de la dévelopée fera== 2z bstmn.

Si 'on fuppofe que le rayon 0G (4) du cercle immo-
bile devienne infini, fa circonférence deviendra une li-
gne droite; & en effagant les termes zamm , zam, parce-
qu'ils font nuls par rappost aux autres 2bmm , 2bm— bn,

. . _m
Yon aura MC = ;- —;-

CoROLLAIRE L

b

178. D £ ce que I'angle atGm ="7-GKg, & de ce
que les arcs de différens cercles font entreux en raifon
compofée des rayons & des angles qu'ils méfurent ; il fuir

que Gg. Mm :: KG x GKg . MG % "TLGKg. Et par con-

féquent aufli que KG x Mm= 'T'H MG xGgs ou (ce qu,
i
eft la méme chofe) que KG x 2m. MG x Gg:: OK (a+b).
0G (4). qui eft une raifon conftante. D’ou l'on voit que
ladimenfion dela portion 4 £ de la demi roulette 424D,
dépend de la fomme des MG x Gg dans l'arcGB 5 & c'eft
ce que M. Pafeala démontré 4 I'égard des roulettes qui
ont pour bafes deslignes droites.
M. parignon eft tombé dans cette méme propriéeé pas
une voye tres différente de celle-ci.

CororLLAIRE II
179 L o R sQUE le point décrivant A4 tombe hors de
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lacirconférence du cercle mobile, il arrive neceffairement
I'un des trois cas fuivans. Car menant la tangente M7,
le point touchant G tombera 1°. Sur Parc 7.3, comme
Ton a fuppofé dans la figure en faifant le calcul; & alors
MC (%) furpafleratoujours MG (m). z“.bSurIe
point touchant 75& 'on aura pour lors MC(‘—-———;—:;Z:;W"L”',,)
==m, puifque /G () s'évanouit. 3°. Sur I'arc TN & a)lors
1a valeur de G (n) devenant négative de pofitive quelle

Al s,
€roit, I'on aura MC = x:;"%. de forte que MC

{era moindre que MG (), & roujours pofitif. Dol il eft
€vident que dans tous ces cas, la valeur du rayon MCde
la dévelopée eft toujours pofitive.
Cororrarre IIL
18o. T o RsQUE le point décrivant A tombe au de-
dansdela circonférenccdu.&:erc]e mobile, on a toujours
MC = :;':_"I,;T’ZT, & il peur arriver que én furpafle
2am~ 2bm , & qu'ainfi la valeur du rayon /C de la dé-
velopée foit négative : d’oti 'on voit que lorfquelle cefle
d'@ere pofitives pour devenir négative,, comme il arrive
*lorfque le point Ardevient un point d'infléxion, il faut
néceffairement alors que 47 == 2am + 2bm; & partant que
MIxMG (mn—mm):m'z;bﬂ'—”. Or fi 'on nommela
donnée K a4, ¢ 'on aura parla propriété du cercle a77 x
‘.MG(‘ﬂz'ﬂ)———'BM xMN (aa—cc) ce qui donne Iin.
jasb - bee B e

connue MG (m) =V X5, Donc fi lon décrit du
point donné 27 comme centre, & de lintervalle MG

= V%l:iﬁ un cercle il coupera Ie cercle mobile en

un l[;omt G, ot il touchera le cercle immobile qui lui fert
de bafe, lorfque le point décrivant 42 tombera furle point
d'infléxion F.

v ij

Fie. 136,

¥4t 8r
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Silonmene MR perpendiculaire fur BV il eft clair que

cakd MG(‘/iff):'):E) {era moindre que MR (Vaa—zz), &

qu'elle lui doit écre égale lorfque 4 devient infinie, c'elt
a dire lorfque la bafe dela roulette devient une Ligne
droite,

Il eftd remarquer, qu'afin quele cercle décrit du rayon
MG coupe le cercle mobile, il faut que MG furpalle AN,

7‘24:? furpafle « — ¢ & quainfi KM
(¢) furpafle ”:’_b. Drott il eft manifefte qu'afin quil y ait
un point d'infléxion dans la roulette 424D, il faut que
K M foit moindre que K&, & plus grande que -

bt
Lemme IIL

181, S O LEN T deux triangles ABb, CDd gui ayent chacun
un de lenrs cores Bb, Od infiniment petit par rapport aux
antres : je dis que le triangle ABb ¢ff an triaugle CDd en
raifon compofee de Langle BAD a l'angle DCd, ¢ du quarré
diucoté ABou Ab au grarré du coté CD ox Cd,

Car fi I'on décrit des centres 4, C, &.des intervalles
AB,CD, lesarcs de cercles BE, DF ; il eft clair * queles
triangles 4Bb, CDd ne différeront point des fecteurs de
cercles 4BE, CDF. Donc, &c. _

Siles cotes 4B, CD font égaux, les triangles 434,
CDd feront entr’eux comme leurs angles B.44, DCd.

Prorosition V.

ceft & dire que vV

Probléme.
182. L ES mémes chofes étant toujours pofies 5 on demande
la quadraure de Pefpace MGBA, renfermé par les perpendica-
luires MG, BA alu roulette, parlarc GB,Grpur Lz portion AM.
deladem lette AMD e fuppof la quady ducercle,
L'angleG g (% GKg) et d langle a6m (“5-2 G&g),
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comme ¥ le petit triangle MGy qui a pour bale'arc Gg du
cercle mobile, au petic triangle ou fécteur G Mms & par-

i p Bk b __1a1b
tant le fédeur GMm = = MGg x =5~ =" MGg

*ﬁ;}—’” MGgennommant M1, 2, & mettant pour 7

fa valeur p -+ n. Or *le petit triangle ou fédteur KGg
eft au petit triangle A7Gg en raifon compofée du quarre
de KG au quarré de MG, & de l'angle GKg 4 I'angle
GMg; celt i dire :: @z x GKg . mm x 7 GKg.& par-
tane le perit triangle MGg=={7% KGg. Mettant donc cet-
te valeur 4 la place du triangle 2/Gg dans ”%':—‘i’ MGg,
Ton aurale fétenr G Mm =227 MGg+ ‘1:1: ” KGg.
Mais 4 caufedu cercle,GAM x MZ | pn)=BM x MN
(ce—aa ), qui eft une quantité conftante, & qui demeu-
re toujours la méme en quelqu’endroit que fe trouve le
pont décrivant A5 & par conféquent GMm -+ MGg ou
mGg, c'efta dire le petic efpace de la rouletee GA/mg
= ‘—5—“"‘5 MG+ (=LY Xé =% KGg. Donc puifque GAtmg
eft la différence de I'efpace delaroulerte M/GBA, & MGg
celledel'efpace circulaire A/G B, renfermé par les droites
414G, 217, & parl'arc 6B, & que de plusle petit fecteur KGg
eftla différence du fecteur KG.Bs il senfuir*que l'efpacede
la rovlerte MGBA="F¥ MGB+* “KGB:
Ce qu'il falloit trouver.

Lorf{que le poinc décrivant Af tombe hors la circonfé-
rence BGA du cercle mobile, & que le point touchant G
tombe fur I'arc 71l eft vifible*que les perpendiculaires
MG, mg s'entreccupent en un point C', & qu'on a pour
lors m==p—n. Dol il fuit que le petit {éteur GMm

14 —2b

e s matx&p MG = == ey

anb

brp
s ‘“P:, KGg, en mettant comme auparavant pour le
V ijj

* A, 16t

*.Are. 181,

*Art. 96.

Fic. 139.

*Art.180.
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petictriangle A4Gg favaleur 22 KGg; & partant que G Mns

prr
~ MGgoumGg, ceftd dire MCm—GCg=— 7% Mcg
NEL iy KGg, en mettant pour pm {a valeurcc — aa,
Or fuppofant que 7'# foit la pofition de la tangente 74
du cercle mobile, lorfque fon point 7" touche la bafe au
poinet Zsileft clair que ArCm—GCg=MGT H—mgT H,
cefta direladifférence de l'efpace MGZ H, & que MGgelt
cellede2/G7, deméme queKGg celle de KG7 . Donc’l'elt
pace MGTH = — ¥7% A7 + V0= 7,
Mais, comme l'on vient de prouver, Iefpace HZBA

-
=15 ?"fMTE-FE%f—T—”KTB.EzPartam onaura tou-
jours & danstous les casI'efpace MGBA(MGTH+HTBA)

=T MTE — MGT ou MGB +=*4X4=*2 o7
+ K7 Bou KGB.

Donc lefpace entier D N BA renfermé par les
deux perpendiculaires 4 la roulette D&, B4, par
Parc de cercle BGN, & par la demi roulette #M/D, eft

el sklxe—tt, g NGB puifque lefédteur KGB
& I'efpace circulaire 4GB deviennent chacun le demi-
cercle KNGB, lorfque le point rouchant G tombe au
point NV,

Lorfque le point décrivant 47 tombe au dedansdu cercle
mobile, il faue mettre 4z — ccd la place de cc — aa dansles
formules précédentes; parcequalors B Mx M N=aa—cc.

Si I'on fait c=a, I'on aurala quadrature des rouletres
qui ont leur point décrivant fur la circonférence du cer-
cle mobile ; & fil'on fuppofe éinfinie , I'on aura la qua-
drature de celles qui ont pour bafes des lignes droites.

AuTtre SoLuTION

183. O décrit du rayon OD larc Dy, & des diamé-
tresdp, B les demiscercles 4 £/, BSV; &ayant décrit
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d'difcrétion du centre 0 'arc EM renferméentrele demi.
cercle 4 Ep7 & la demi-roulette 424D, 'on mene 'appli-
quée £2. 1l s'agic de trouver la quadrature de I'efpace
AEM comprisentre lesarcs 4E, EM, & la portion 40
de la demi roulette 4A1D. g

Pour cela, {oit un antre arc em concentrique & infini-
ment proche de EM, une autre appliquée ¢p, une autre
Oe qui rencontre I'arc ME prolongé (sileft néceffaire) au
point F. Soient nomméesles variablesOe, g5 72, % I'arc
AE, x5 & comme auparavant les conftantes 0B,b35 KBou
KN, a3 KPouK.A, ¢ : 'on aura Fe =dz, Pp—du,0P=a
b, PE'== 2tn—un, Varc EM ¥ = "% 5 8 par-
tant le rétangle fait de I'arc E£ par la petite droite Fe,
c'eltd dire * le petic efpace £Mme = '—’Zﬂ‘ Or i caufe
du triangle rédangle 0 PE 5 28 = aa 4 2ab + bb —~ zac
— 2b¢ 4 cc + 2an + 2bu, dont la différence donne zdg
== adu +bdu. Mettant donc certe valeura la place de zdz
dans “£% I'on aurale perit efpace EMfme— 2224t 2bxle

Maintenant fi 'on décric la démi.roulette 477 par la
révolution du demi-cercle #£7 fur la droite 7" perpen-
diculaire 4 7.4, & qu'on prolonge les appliquées P £, pe
jufqu'd ce qulelles la rencontrent aux points 7, 5 : il
eft clair * que EH x Pp, c'eft 4 dire le petit efpace EFhe
= wdu3& quainfi EMme (24 B) ppphe (edu)ic aa
=+ ab.bc. qui eft une raifon conftante. Or puifque cela
arrive toujours en quelqu'endroit que & trouve I'arc EAf,
il s’enfuit que la fomme de rous les petits efpaces Eafme ,
c'eft 4 dire I'efpace 4EA1,elt 4 la fomme de tous les pe-
tits efpaces £ FHhe, c'ct ddire a lefpace AEFT :: 2z 4 ab.
bc. Mais I'on a * la quadracure de I'efpace £ dépen-
dammentde celle du cercle ; & partant aufli celle de I'ef-
pace cherché 4EAL. £

Ceci fe peut aufli démontrer fans aucun calcul, comme

j'ai faitvoir dans les Aétes de Leypfic au mois d’Aouft de
l'année 1695.

* Art. 172,

*Art. 2.

*drt, 1724

*Art. 99,
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On peut encore trouver la quadrature del'efpace 4EH
fansavoir recoursal'arr. 99. Carfil'on acheve les rédtan-
gles 70 pg,l'onaura@gou HR. PpouRh:: EP. DA ou
H Q. puilque*la rangente en H cft parallele d la corde
AE;&partant 770 » Q7=EPx Pp,c'efta dire queles pe-
tits efpaces K Qgh, ELpe font toujours ¢gaux entr'eux.
D’ounil fuit que I'efpace 4 H 0 renferme par les perpen-
diculaires 4.2, 97, & par la portion 4H de la demi-
roulette 4 H T, ell égal a I'efpace APE renfermé par les
perpendiculaires 42, PE, & parl'arc 4E.L'efpace 4EH
fera donc égal au ré@angle 2. moins le double de 'ef-
pace circulaire AP ; C'elt d dire au rédangle fait de PE
par KA plus ou moins le rédtangle faic de K2 par Parc
AE, felon que le point 2 tombe au deffous ou au deflus
du centre. Et par conféquent I'efpace cherché A4EM

=L P RAZ KD x AE.
CororLrLa1trRE L

184. Lo RsQUE le point 2 tombe en K, le réan-
gle K2 x AE s'évanouit, & le rétangle PE x K 4 devient
¢gal au quarré de K4 d’olt 'on voit que I'efpace AEM

aeekobe s par conféquentil et quarrable ab-

eftalors=
{folument & indépendamm ent dela quadrature du cercle:

CoRrorrLAtrRE IIL

185. St ron ajofice 4 I'efpace 4EM le fé&eur AKE,
Tefpace 4K E M renfermé parlesrayons 4K, K E, parl'arc
EM, & par la portion 4Af de la demi.roulette 4M D,
fe trouve (lorfque le point 2 tombe au deffus du centre k)

be be — — b b
- r+un+x‘£‘:’ 2488 E‘AAE-*-“*:' PExRA; &

28ac - 2abe - bec

partant {il'on prend P72 (u) #5730 2 (ce quirend nul-
Ie la valeur de brt-&-uu-ﬂ—x:ﬁ: -u4u—-uLuAE)‘ T'on aura
Tefpace
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lefpace AKEM =25 PEx KA. D'oblon voit que fa
quadrature eft encore indépendante de celle du cercle.

Il eft vifible qu'entre tous les efpaces AEM & AKEM ,
il ne peut y avoir que les deux que l'on vient de marquer,
dont la quadrature foic abfolue,

AVERTISSEMENT,

Z'out ce que Lon vient de démontrer  Pégard des roulettes
extérientes [e doit anli entendre des intérieures, C'¢ft & dire de
celles dont le cercle mobile roule au dedans de Pimmobile 5 en
obfervant que les rayons KB (a), KV (c) deviennent négatifs
de pofitifs qu'ils étoient. C'eft ponrquoi il fandra changer dans
les formules précédentes , les fignes des termes oi a G~ ¢ fe ren-
contrent avec une dimenfion impaire,

REMARQUE

186. IL y a certaines courbes qui paroiffent avoir un
point d'inflexion,, & qui cependant n’en ont point ; ce
que je crois 4 propos d'expliquer par un éxemple, car
cela pourroit faire quelque difficulté.

Soic la courbe géoméerique DN, dont Ja nature cft Fic. 141.
exprimde par 'équation x= ‘:X:_‘:‘ (AP=x,PN=rz),
dans laquelle il eft clair 1°. Que x €rant €gale d a5 PNV
() s'évanouit. 2°. Que » furpaflant 4, la valeur de g eft
pofitive; & qu'au contraire lorfquil eft moindre, elle eft
négative, 3°. Que lorfque x = Viaa, la valeur de PV
eft infinie. Dot I'on voit que la courbe DAV pafle de
parc & d’autre de fon axe en le coupant en un poinc D
tel que 4D =a; & qu'elle a pour afymprote la perpen_
diculaire G mence par le point B tel que AB=V Laa,

Si I'on décrit 4 prefenc une autre courbe EDF, én for-
te quayant mené 4 difcretion la perpendiculaire M2V,
le réQangle fait de L'appliquée 2 A1 par la confhr;t(e 4D,



*An. 78,

* Are 81,

Fic. 142,

Fio. 143
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foit toujours égal & l'efpace correfpondant DPN' il eft
vifible quen nommant Pz, y5 & prenant les diffé.
rences, I'on aura 4D x Rm(ady) = NPpn ou NP x Pp

dx —aad
%); & partant Rm (dy). Pp ou RM (dx)
:: PN. 4D. D’oti il fuit que la courbe EDF touche Ia.

fymptore 4G prolongée de l'autre coté de B en un point
E,&I'axe4 2 au point D5 & quainfi elle doit avoir un point
dinfiéxion en D. Cependant on trouve * —-=- pour la
valeur du rayon de fa dévelopée, laquelle eft toujours
négarive, & devient cgale 4 — fa lorfque le point ar
tombe en D : d’ott 'on doit conclure* que la courbe qui
pafle par tous les points A clt toujours convexe vers
Paxe #7, & qu'elle n'a pas de point d’infléxion en D.
Comment donc accorder rour celaz En voici le dénoug-
ment.

Si l'on prend 21 du méme cété que PV, on formera
une autre courbe GD H qui fera toute pareilied / DF, &
qui en doit faire partie; puilque {a géncrarion eft la mé-
me. Cela érant ainfi, P'on doir penfer que les parries qui
compofentla courbe entiére ne font pas EDF,G.D H com.
me I'on s’étoitimaging, mais bien D H, GDF qui fe rou-
chent au point D ; car tout s'accorde parfaicemenr dans
cette derniere fuppofition. Ceci fe confirme encore par
cer éxemple.

Soit la courbe DMG, qui ait pour équation y* = x*
+ aaxx —b' (AP = x, PM=y). Il fuit de cette équa-
tion que la courbe entiére a deux parties EDH, GDF op-
pofcesl'unea lautrecomme 'hyperbole ordinaire, en forte
que leur diftance DD ou 24D =V— 244 + Va' + 457

Si l'on fuppofe que 4 s'évanouiffe, la diftance DD s%-
vanouira auffi ; & parcant les deux parties EDH,GDF fe
toucheront au point D : de forte qu'on pourroit penfer

réfent que cecte conrbe a un point d’infléxion ou de re.
Emuﬂcmem en D, felon qu'on imagineroit que fes par-
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ties {eroient EDF,GDH ou EDG, HDF. Maisl’onfe dé-
tromperoit aifément, en cherchant le rayon de la déve-
lopée ; car 'on trouveroit qu'il feroit toujours poficif, &
qu'il deviendroit égal 4 £z dans le point D.

On peut remarquer en paffant, que la quadrature de
Pefpace D2 dépend de celle de hyperbole : ou ( ce
qui revient au méme) de la récification de la parabole ;
& que la portion de courbe DALF fatisfait au Probléme
propof¢ par M. Bernoxll dans le Tome fecond des Sup-
plémens des Ades de Leypfic, page 291,

Fic. 141.
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SIE' C' T OSINA X
Nonvelle manicre de [e fervir du calonl des differences

dans les conrbes geométriques , d'ou lon deduit
la Méthode de M Delcartes ¢ Hudde,
DrrinrTiOoN I,

SO 1T une ligne courbe 4D 7 telle que les paralleles
KMN 4 fon diamétre 43 la rencontrent en deux
points A7, N & foicentendue la partie interceptée MN
ou 7.2 devenir infiniment perite. Elle fera nommée alors
la Différence de la coupée A2, ou KM.

CororLLAIRE L

187, Lo RsQUE la partie A7V ou 2.2 devient infini-
ment petite; il elt clair que les coupées 42, 40 devien-
nent egales chacunea A4 £, & que les points M, V e réu-
niflent en un point D en forte que 'appliquée ED eftla
plus grande ou la moindre de toutes fes femblables 227 ,
NG,
Cororrarre IL

188. IL eft clair qu'entre toutes lescoupées 42, il n'y a
que AE qui ait une différence ; parcequil n’y a qu'en ce
cas oit 2.2 devienne infiniment petite,

Cororrarre IIL

189. S'1 I'on nomme les indéterminées 47 OUKM, %3
PMou MK, y; il eflt évident que 4K (y) demeurant la
méme, il doit y avoir deux valeurs différentes de x, fca-
voir KM, KNou.AP, AQ. Ceft pourquoi il faut que I'é-
quation qui exprime la nature dela courbe 4D B foit dé-
livrée d'incommenfurables, afin que la méme inconnue x
qui en marque les racines ( car on regardey comme con-
nue) puifle avoir différentes valeurs. Ce qu'il faut obfer-
ver dans la fuite,
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ProrosiTronN L
Probléme.

190. 1 & nature de la courke géométrigue ADB étant don-
nées déterminer la plus grande on la moindre de [es appli-
guées ED.

Si I'on prend la différence de I’équation qui exprime
la nature de la courbe, en traitant y comme conftante,
& x comme variable ; il eft clair* qu'on formera une nou-
velle équation qui aura pour unede fes racines x, une va-
leur 4E, telle que I'appliquée ED fera la plus grande ou
la moindre de toutes fes femblables,

Soit, par éxemple, &'+ y} =uaxy, dont la différence,
en traitant x comme variable, & y comme conftante,
donne jxxdx =aydx; & partant y = 2 Si I'on fubfti-
e cette valeur 4 la place de y dans Iéquation 3 Ja
courbe x} + 3'= axy; I'on aura pour x une valeur 4E
= lay/z, telle que 'appliquée ED fera la plus grande de
routes fes femblables, de méme qu'onl'adéjatrouvéart.

3. ¥

Il eft évident que I'on détermine de méme non feule-
ment les points D, lorfque les appliquées £D font per-
pendiculaires ou rangentes de la courbe 4D % ; mais aufli
Jorfqu'elles font obliques fur la courbe, c’eft 4 dire lorf-
que les points D font des points de rebrouffement de la
premiere ou feconde forte, D'oit I'on voit que cetre nou-
velle maniére de confidérer les différences dans les cour.
bes géométriques eft plus fimple & moins embarraffante
en quelques rencontres, que la * premierc,

REMARQUE
I9LON peut remarquer dans les courbes rebrouffan-
tes, queles 2 M parallelesd 4K; les rencontrent en deux
points A1, 0, de méme que les KA paralleles 4 4.2, font
€0 2, &V: de forte que.42(x) demeurant la méme, yadeux
X it

* Ars. 188,

*Sed, 30

Fic. 146
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diffcrentes valeurs PAf, 20. Celt pourquoi l'on peut
traiter x comme conftante, & y comme variable, en
prenant la différence de I'équation qui exprime la na-
ture de cette courbe. D'olt l'on voit que {i I'on traite
x & y comme variables, en prenanc cecte différence, il
faudra que rous les termes qui multiplient dx d’une parr,
& tous ceux qui multiplient dy d’une autre part, foient
€gaux a zero. Mais il faut bien prendre garde que dx &
dy marquent ici les différences de deux appliquées qui
partent d’un méme point, & non pas(comme ci-devant
Sect.3.) la différence de deux appliquées infiniment pro-
ches.

COROLLAIRE

192. St aprés avoir ordonné I"équation qui exprime la
nature de la courbe dans laquelle il n’y a que I'inconnue
¥ de variable, l'on en prend la différence; il eft clair
1°. Qu'on ne fait aurre chofe que de mulriplier chaque
terme par l'expofant de la puiffance de x, & parlad
rencedv, & le divifer enfuite par ». 2°. Que cette divi-
fion par x, auffi-bien que la multiplication par dx, peut
€cre négligée, parcequ’elle eft la méme dans tous les ter-
mes. 3°. Que les expofans des puiffances de x font une
progreffion arichmétique,, dont le premier terme eft I'ex-
pofant de fa plus grande puiffance,, & le dernier eft zero ;
car on {uppofe qu'on ait marqué par une éeoile les termes
qui peavent manquer dans I'équation.

Soit par éxemple x* » — ayx+y'==o. Si l'on multiplie
chaque terme par ceux de la progreffion arithmétique z,
2, 7,05 'on formera I'équation nouvelle 3¢* — ayx = o.

X

* —ayx <y
e oy o
3%
D'oit I'on tire y =%, de méme que I'on auroit trouvé
en prenant la différence 4 la maniére accodrumée.
Cela fuppof¢, je dis qu'au licu de la progreffionarith-

x —ayx
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métique 7,2,7,0,I’on peut fe fervirderelle autre progreffion
arithmétique qu’on voudra :m+ 2, m+2, m-z, m+o, 0w m
(Pon defigne parm un nombre quelconque entier ou rom-
pu, pofinif, ou négatif ). Car multipliant &’ ¥ —ayx+y'=o
par x",'on aura x™*¥ « &c.==o,dont les termes doivent ctre
multipliés par ceux de la progreflion m-+3, m+2, m+z, m.
chacun par fon correfpondant pour en avoir la différence.

€= w —ays™t -+ yx" =o.
mA3z, m+z me 1, m.
T . TR - myane=o,

Ce qui donnera 7 + 25" **

— e Zayx" ey k" =0
&en divifant par 7, il viendram + 33— 7~ Zayx + my'
0, comme I'on auroit trouvé d’abord en multiphant
fimplement I'egalité propofce par la progreflion  + 3,
MeAm 2 M s

Sim=—3,laprogreflion fera o, —zs,—2,—3 5 & I'équa-
tion fera z syx—jzy*==o0. Sim=—z,la progreflion fera z,7,0,
—7 3 & ’équation 2x' —y} =o,

On peut changer de fignes tous les termes de la pro-
greffion, c'eft & dire qu'au lieu de o, —z, —2, —3,&
2,1,0,— z, I’'on peut prendre o, 7, 2, 3, & —2,— 7,0, 1
parcequ’on ne fait par ld que changer de fignes tous les
rermes de la nouvelle équation qui doit étre egalce & zero,
Eten effer, aulieu de 2ayx—;zy'=0, 2x'—y'=0, I'on auroit
— 2ay¢+ 7y'=0,— 2%+ y'=0; ce quielt laméme chofe.

Or il elt vifible que ce que I'on vient de démontrer 4
Iégard de cer éxemple, s'appliquera de méme manié-
xe d tous les autres. D’outil fuit que fi apres avoir or-
donné une équation qui doit avoir deux racines égales
encrelles, 'on en multiplie les termes par ceux d’une
progreffion arithmétique arbitraire, l'on formera une
nouvelle équation qui renfermera entre fes racines une
des deux €gales de la premitre. Par la méme raifon,
fi cette nouvelle équation doit avoir encore deux racines
¢gales, & qu'on la multiplie par une progreflion arich-
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mctique, 'on en formera une troifiéme qui aura entre fes
racines une des deux dgales de la feconde ; & ainfi de fui-
te. De forte que (i 'on multiplie une ¢quation qui doit
avoir trois racines égales, parle produit de deux progref-
fions arithmétiques, I’on en formera une nouvelle qui au-
sa entre {esracines une des trois égales dela premicre; &
de méme (i I'¢quation doit avoir quatre racines égales, il
la faudra muluiplier par le produit de trois progreffions
arithmétiques;; (i cing, par le produit de quarre, &c.
Ceelt I3 précifément en quoi confifte Ja Méthode de
M. Fudde.

Prorosirion IL
Probléme.

193. D-U N point donné T fur le diamitre AB, on dx
point domné H fur AH parallele aux appliquéess mener la
sangente THM.

Ayant mené par le point touchant A1 'appliquée 122,
&nommé 47, 55 AH, t; dont I'une ou l'autre eft don-
née; & les inconnues 42, x5 PM, y: les triangles fem-
blables 74 H, 7 PM donneronty = "+ y = 2=
& mettant ces valeurs a la place de y ou de x dans ¢~
quation donnée, qui exprime la nature dela courbe
AMD, I'ob en formera une nouvelle dans laquelle y ou
x ne fe rencontrera plus.

Sil'on mene d préfent une ligne droite 7D qui coupe la
droite 4H en G, & la courbe 4D en deux points N, D,
defquels I'on abbaifle les appliquées 7@, DBsil eft évi-
dent quezexprimanc 4Gdans 'équation précédente, x ou
y auradeux valeurs 4.9, 48, ou NQ, DB, lefquelles de-
viennent égales entr'elles, favoir 4 la cherchée 42 ou
2 lorfque ¢ exprime 4 H, c’elt 4 dire lorfque la fécante
T DN devient la tangente 747, D'ot il fuit que cetre
¢équation doit avoir deux racines égales. C'eft pourquoi
on la mul par une progreflion arithmécique ar-

bitraire;;
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bitraire ; ce que L'on réitcrera, s'il eft néceffaire, en mul-
tipliant de nouveau cetre méme €quation par une autre
progreffion arithmérique quelconque,, afin que par la
comparaifon des équations qui en réfultent, onen puifle
trouver une qui ne renferme que I'inconnue x ou y,avec
la donnée s ou £. L'éxemple qui fuic éclaircira fuflifam-
ment cette Mcthode.

ExeEMrLE
194. Sotr ax = yy I'équation c]m' exprime la nature
de la courbe 4A47"Si on mer 4 la place de v fa valeur
2572, 'on aura £y, &c. qui doit avoir deux racines égales,
Hy — asy & ast = o.
s 0, — =1

oy * —ast =o.
Ceft pourquoi multipliant par ordre ces termes par ceuk
de la progreffion arithmétique z, 0, — z, l'on trouvera
as=yy==ax; & partant A2 (x)=1s_D’i l'on voir
qu'en prenant .4 P== 47 & menant I'appliquée 2.1, la li-
gne ZAf fera rangente en Af. Mais fi au lieu de 47" (s),
ceflt 45 (¢) qui eft donnée, l'on multipliera Ja méme
<€quation sy, &c. par cetre autre progreflion o, z, 2, & l'on
aura la cherchée PAL (y) — ar.

On auroit trouvé la"méme conftruction en metrant
poury fa valeur "= dans ax = yy. Caril vient rixx,
&c. dont les termes multipliés par 7, o,— 7, donnent xx
== 55 & par conféquent AP (x) = s.

COROLLAIRE

195. St Fon veur i préfent que le point touchant A/ foir
douné, & qu'il faille trouver le point 77 ou £7, danslequel
la rangente Ar7 rencontre le diamétre 458 ou la paral-
lele 4 Fr aux appliquees;iln'yaqu'd regarder dans la der-
nicre cquation qui exprime la valeur de I'nconnue v oa
J par rapport d la donnee s ou ¢, cecte dernicre comme
l'incunnuc, & ou y connne connue, =
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Prorosition IIL
Probléme.
Fi6.148.196. I_A nature de la conrbe géométrique AFD étant don-
nées diterminer fon point d'snfiéxion B.
Ayant mené le point cherché 7 l'appliquée FE avec
la tangente FZ, par le point 4 (origine des x) la paral-
lele 4K aux appliquées, & nommé les mconnues 2.4, 55
AK,t5 AE, x5 EF,y: les triangles femblables Z4K, ZEF

donneront encore y == “TE, 8 x =2 de forte

que mettant ces valeursa la place de y ou x dans I'équa-
riona la conrbe , I'on en formera une nouvelle dans la-
quelle y ou x ne fe rencontrera plus, de méme que dans
lapropofition précédente,

Sil'on mene 4 prefent une ligne droite 72D qui coupe
la droite 4K en H, qui touche la courbe ##D en a1, &
la coupe en D, d’ott I'on abaifle les appliquées Ar2, DB:
il eft evident 1°. Que s exprimant A7 & #, AH 5 I'équa-
tion que l'on vient de trouver, doit avoir deux racines

* Art. 193, €gales, fqavoir* chacuned 42 oud P felon qu'on a fait
€vanouir y ou x, & une autre 45, on BD. 2°. Que sex-
primant 4L; & ¢, AK 5 le point touchant A7 fe réunic
avec le point dinterfection D dans le point cherché 7 :

*Art. 67, pui(que*]a rangente ZF doit toucher & couper la courbe
dans le point d'infléxion 7; & quainfiles valeurs 42,48
de xou 7 M, BD dey deviennent égales entr'elles, fcavoir
l'une & Pautre 4 la cherchée 4E ou EF. D'otiil fuic que
cette équation doit avoir trois racines égales. Ceft pour.
quoi on la multipliera par le produit de deux progref-
fions arithmétiques arbicaires ; ce que l'on réitérera, ¢'il
eft néceffaire , en la multipliant de méme par un autre
produit de deux progreffions arithmériques quelconques,
afin que par la comparaifon des équations qui en rcful-
tent, L'on puile faire ¢vanouir les inconnues 5 & #
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EXEMPLE

197- S O IT ayy = xyy + aax P'équation qui exgn'me

la natare de la courbe 47D, Sil'on metd laplacedexfa
valeur’;'“ , on formera I'équation sy’— styy—auyy, &e.
Sy — sy = aasy — aast = o.
—at
7, 0, — 1, — 2.
EL) 2, Z, 0.
S e

qui étant multipliée par 7,0, — 7, o, produit des deux pro-
greflions arithmétiques 7, 0,— 7, — 2, & 3, 2, 7, o,don-
ne yy = .5 & mettant cecee valeur dans 1'équation &
la courbe, I'on trouve I'inconnue AE (x)=Lta. Ce qui
revient & l'art. 68.

AUTRE SOLUTION.

198. O x peut encore réfoudre ce Probléme en re- Fic. 149.
marquant que du méme point Z ou K on ne peut me- 15

ner qu'unc icule tangente ZF ou KF ; parcequelle rou-

cheen dehors la partie concave 4F, &en dedans le con-

vexe FD; au lieu que de tout autre point 7" ou K, pris fur

AL ouAK entre A& L ou 4 & K, 'on peut mener deux
tangentes 7744, 7' D ou HM, HD, l'une de la partie con-

cave, &l'autre de la convexe: de forte qu'on peut confi-

dérer le point d'infléxion F comme la réunion des deux

points touchans M & D. Si donc L'on fuppofe que 47 (5)

ou 4 H (¢) foit donnée, & qu’on cherche*la valeur de x * A% ro4.
ou y par rapport d 5 ou #; P'on aura une équation qui

aura deux racines 42, 4B ou P, BD qui deviennent

€gales chacune & la cherchée 4 £ou EF | lorfque s expri-

me./L &, AK. Ceflt pourquai 'on multipliera cette
€quation par uneprogreflion anithméuque arbieraire, &ic.

Y i
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ExemrrE

199. Sm-r comme ci-deflus, ayy = xyy +aacs Pon aura
CNCOTC yy'— styy — atyy smaasy — aast= o, qui ctant mul--
tiphice par la progreffion arithmeétique 7, 0,—7, — 2, donne
% —asy—zaat==0,danslaquelles nefe rencontre plus,
&qui a deux racines inégales , favoir PAs, BD), lorfque
#exprime 4 H, & deux ¢égales chacune d la cherchée EF
lorfque ¢ exprime 4K. Ceeft pourquoi multipliant de
nouveau cette dernicre équation par la progrefiion arith-
mErique 7,2, 7,0, I'on aura yy—aa =0 & partant L (4
= Viau. Ce quiil falloit trouver.

ProrosiTIioN SN,
Probléme.
200. Mleven dum point donné C hors une ligne courie

*AMD une perpendienlaire CM z cette conrbe.

Ayant mené les perpendiculaires 412, CK fur le diamé-
tre 4B, & décrit du centre C de Vintervalle CA7 un cer-
cle; ileft clair qu'il rouchera la courbe 4 D au point M,
Nommant enfuite les inconnues 42, x5 P M,y CM, 75 &
les connues 4K, 55 KC, ¢: Ponaura PK ou CE == s —x,
ME =y+t; &a caufidu triangle ré@angle MEC, y=—1t
Vi — §5 4 25X — XX, X =5 —Vrr—tt—2ly —jy: de
forte que mctrant ces valeurs a la place de y ou x dans
I’équation 4 la courbe, Pon en formera une nouvelle dans
faquelley ou x ne fe rencontrera plus.

Si l'on décritd préfent du méme centre Cunautre cer-
cle qui coupe la courbe en deux points &7, D, d’ott I'on
abaifle les perpendiculaices 70, DB il eft évident que #
exprimant le rayon CV ou €D dans'équation précéden-
te, x ou yaura deux valeurs 40, 4B ou NQ , DB qui
deviennent égales entrelles, fgavoira la cherchée 47 ou
P lorfque 7 exprime le rayon €M1, D’ottil fuit que cette
€équation doit avoir deux racines égales, C'eft pourquoi
on la multipliera, &c.
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ExemrrE

2ot Sort ax == yy Péquation qui exprime la nature
dela courbe 4 41D, dans laquelle mettant p ale

s—V7r—ti—ziy—yy, I'onaura as—yy

de forte qu'en quarrant chaque membre

{uire I'equation, I'on trouvera y*, &c.

<leax racines egales lorfque y exprime la

Y x=—zagy 4 zaaty + aass

aax :

rxfa

-~ — aurr
. -+ aatt
s B 2 7, %
4yt *—qasyy - zaaty * = o0
+ 2da

Ceeft pourquoi on la multipkiera par la progreflion arith-
métique 4, 2, 2, 7, 0, C€ qui doNnera 4y’ — gasy + 2aay
=+ zaat = o, dont la réfolution fournira pour yla valeur
cherchée a7.2.

Si le point donné € tomboit fur le diamétre 425 I'on Fre. 152,
auroit alors # =0, & il faudroit effacer par’ conféquent
tous les termes olt # fe rencontre ; ce qui donneroit
4as— zaa == 49y==4ax, en mettant pour yy fa valeur ax.
Drott I'on tireroit x == s — 143 c'cft & dire que fi 'on
prend C2 égale d la moiti¢ du paramcrre, & qu'ayant
tirél'appliquée 2 Afperpendiculaire fur 45, 'on mene la.
droite CM,ellefera perpendiculaire fur la courbe 4MD.

COROLLAIRE.

202.S 1 l'on veut & préfent que le point 27 {oit donné, Fie. 152.
& que le point C foit celui qu'on cherche il faudra dans
ia derniere équation qui exprime la valeur de #C (5) par
rapport 4 42 (x) ou PM (y), regarder ces dernicres
comme connues, & 'autre comme l'inconnue.

Y iij
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Drrinitron IL
Si d’un rayon quelconque de la dévelopée I'on décrit
un cercle, il franommé cercle baifint.
Le point ot ce cercle touche ou baife la courbe, eft
appelle pomnt baifant.

Prorosition V.

Probléme.

Fic. 153, 203. LA nature de la courbe AMD ltant donnle avec un
de (o5 porats quelcongue M 5 trowver le centre Cdu cercle qui
la basfe en ce point M.

Ayant mené les perpendiculaires 272, CK fur I'axe, &
nommeé les lignes par les mémes lettres que dans le Pro-
bléme précédent ; I'on arrivera 4 la méme équation dans
laquelle il faut obferver que la lettre x ouy, que l'on y
regarde comme linconnue, marque ici une grandeur
donnée; & qu'au contraire 5, 7, que 'on y regarde comme
connues, font en effee 1ci les inconnues aufli bien que 7

Cela pofé, il eft clair 1°. Que le point cherché C fera
ficué fur la perpendiculaire 4G 4 la courbe. 20. Que l'on
pourra toujours décrire un cercle qui touchera la courbe
en M, & la coupera au moins en deux points ( dont je
fuppofe que le plus proche eft D, d'ott I'on abaiffera Ja
perpendiculaire DB ; puifque 'on peut toujours trouver
un cercle qui coupe une ligne courbe quelconque, autre
qu'un cercle, au moins en quatre points, & que le point
touchant A4 n’équivaur qua deux interfections. 3°. Que
plus fon centre G approche du point cherché.C', plus
auffi le point d'interfection D approche du point tou-
chant A7 de forte que le point G tombant fur le poine

*Art.76.'C, le point D fe réunit avec le point A3 puilque * le
cercle décrit du rayon €7, doit toucher & couper la

courbe au méme point A7. D'ont I'on voit que s expri-

mant AF, &¢, FG, I'équation doit avoir deux racines

*.drt.2co. égales, {Gavoir * chacune 4 42 ou 22 felon qu'on a faic
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€vanouir y ou x, & une autre 48 ou BD qui devient
aufli égalea 4.2 on 2 M lorlque 5 & ¢ expriment les cher-
chees 4, KC; &quainfi cette équation doit avoir trois
Tacines égales.

EXEMPLE

204. Soir ax==yy Iéquation qui exprime la nature de
la courbe 421D, & I'on trouvera*yt, &c. qui érant mul-
tiplice par &, 2,0, — 7, 0, produir des deux progreliions
arithmetiques 453,25 1, 0,& 2, I, 0,—1,— 2 doine Syt
== zaazy.

¥t x— zasyy = 2aaty + aass = o,

-+ aa —aarr

+ aatt
4 2 Z, .
2, I, I

Yt x x  —zamy s =o.
Doit l'on tire la cherchée KC ou PE (2) = :’:

Si I'on veut avoir une équation qui exprime la nature
dela courbe qui pafle par rous lespointsC, l'on multiphe-
1a encorey*, &c.paro, 3, 4,3,0, produic des deux progref~
fions 4,2,2,2,0,&0,2,2,3,4 ;& lontrouvera Sasy — 4aay
==gaat: d'olt, en fuppofant pour abréger s — Ju==#,

ar )
&y =
16w=27azs. D’olt il fuit que la courbe qui pafft par tous
les points €, eft une feconde parabole cubique, dont le
paramétre = ’:T‘, & dont le fommet eft éloigné de celui
de la parabole propofée de 14; parceque # =5 — 1a.

Lorfque la pofition des partiesde la courbe, voifinesdu
point donné A7, eft entiérement femblable de part &
d’autre de ce point , comme il arrive lorfque la courbure
v eft la plus grande ou la moindrej il senfuit que l'une
des incerféctions du cercle rouchant ne peut fe réunir
avec le point touchant, que l'autre ne 'y réunifle en

Lon tirera y = aat; & partant

* At v
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méme temps : de forte que I'équation doit avoir alors
quatre racines égales. En effec {i I'on multiplie y*, &e.
Par 24,6, 0, 0, o, produit des trois progreflions arithmé-
Uquesy, 7,2,7,0, & 2, 2,7,0,— 1, & 2, 7,0,—~2,—2; F'on
aurazgys=o: cequi fait voir que le point A7 doit tom-
ber fur le fommet # de la parabole, afin que la pofition
des parries voifines de la courbe foic femblable de part &
d'autre.

AuTRE SOLUTION.

Fie.354- 205. Ow peur encore réfoudre ce Probléme en fe
fouvenant que 'on a démontré dans l'article 76 quon
ne peut mener du point cherché € qu'une feule perpen-
diculaire €27 a la courbe 47D 5 au lieu qu'il y a une
infinité d'autres points G far cette perpendiculaire a7C,
d’oui I'on peat mener deux perpendiculaires MG, GD a
la courbe. $i donc on fuppole que le point G foit don-

“Art. 200. né, & que 'on cherche ¥ la valeur de x ou y par rapport
aux donndes s & ¢5 il eft vifible que cette équation doic
avoir deux racines inégales, {cavoir 42, 4Bou PM,BD
qui deviennent ¢gales entr'clles lorfque le point G tombe
fur le point cherché ¢. C'eft pourquoi l'on multiplera
cette equation par une progreflion arithmetique quelcor-
que, &c.

ExeEmrre.
*An.101. 206, Sorr comme ci-deflus zx ==yy; & lonaura* .y, &e.

49 * — gasy - 2aat == o.

- 2aa
2, 7, o, —r
sy = x e zaat==o0.

qui érant multipliée parla progreflion arithmétique 2, 7,0,
'
* st 104, — 7, donne comme * quparayant ¢ = -

Corol-
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COROLLAIRE

207. J v eft évident quon peur confidérer;le point Fic.153.154.
baifant comme *la réunion d’an point touchant avec un *<7%. 203.

poin:d’interfé&iondu méme cercle ; ou bien comme *la *4r. 205,

réunion de deux points rouchans de deux cercles diffé-

rens & concentriques : de méme que le point d'infléxion

peut &cre regardé *comme la réunion d’un point touchant *.41. 196.

avec un point d'interféction de la méme droite, ou* com- * 41, 198,

me la réunion de deux points touchans de deux différen.

tes droites qui partent d’un méme poinr.

ProrosiTtioNn VL
Probléme.

208. Tnouvm une équation qui exprime la nature d: Fr. 155
lacanftiqne AEGK, forméc dunsle quare de cercle CAMNB,

par les rayons réfléchis MH, NL, &, dont les incidens PM,

QN , @e. font parallcles a CB.

Je remarque, 1°. Que fi I'on prolonge les rayons réflé.
chisM F, NG, quitouchent la cauftique en 7, G, jufqud ce
quils rencontrent le rayon C 2 aux points 7, Z; I'on aura,

MH égalea CH , & NZ égale a CZ. Carl'angle cArH
= CMP=MCH; & de méme l'angle CNZ = CNQ
= NCL.

2° Que d’un point donné F fur la cauftique 47K, l'cn
ne peur mener qu'une feule droite A7 qui foit égale 3
CH ; au lieu que d’un point donné D entre le quart de
cercle 4 M B & la cauftique 47K, 'on penr mener deux li- [
gnesMH, N LZtelles que M H=CH & NZ=CLZ. Car on
ne peut mener du point F quune feule tangente A7
au lieu que du point D, on en peut mener deux MH, N Z.
Ceci bien entendu ,

Soit pm‘faofé de mener d’un point donné D la droite
MEHL, en forte quielle foit égale a la partie CH, qu'elle
détermine fur le rayon CB.

Ayantmené M2, DO parallelesd OB, & MS parallele 2
€4, foient nomméeslesdonnces CO ou RS, #5 0{), 25 4C
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ouCR,a;3& lesinconnues CPou MS, x5 P MouCS, y; CFL
ouM H,r. Letrianglerédtangle 445 2 donnera 1
=y +xx: dotilon tire CH (7) = =
trianglesfemblables A7RD, MS EZdonneront s 4
MS(x):RD(z—y) SH==2=",
o
= T
=+ 4y fa valeur . D'ott Von forme (en multipliant ca
croix)équation aax—aau=—=23y—
#y fa valeur za— xx, il vient 2gy
quarrantenfuire chaquemembre pour oter lesincommen-
{urables, & mettant encore pour yy fa valeur 2z — xx, 'on
2ura enfin guux' — 4aau ' —gaiunxx 4 24 4% +a‘n1=aq,

3% —qaazy,

- da

Or il eft clair que # exprimant CO5 &%, 0D 5 cette éga-
lit¢ doic avoir deux racines incgales, {qavoir C2, C.Q:
& qu’au contraire # exprimant CE; & g, EF GEY de-
vient égale 4 C2, de fortequ'elle a pourlors deux racines
égales.  Ceft pourquoi fi Pon multiplie fes termes par
ceux des deux progreffions arichmétiques 4, 7,2, 7,0, &
9,7,3, 3, 4, 'on formera deux égalités nouvelles par le
moyen delquelles on trouvera, apres avoir faic évanouir
Pinconnue x, cette équation,

en mettant pour we

yy 5 & megtant pour

LN A AT XK 2

6488 — g48aag 4 12a'33 — & =0,
A 79248 — gbaauu — 1ya‘vu
1928t — 48anyt
64t

qui exprime la relation dela coupée CE () & 'appliquée
EF(x). Cequil falloit trouver.

On peut déterminer le point touchant ¥ en fe fervant
de la Méthode expliquée dans la huitiéme Séction. Car
fi Pon imagine un autre rayon incident g infiniment
proche de 245 il eft clair que le réfiéchi mb coupera
M H au point cherché F, par lequel ayant tis¢ #E parak
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lele 3. P01, 'on nommera CE,u; EF, X5 CP, x5 PM, y;

Anxepann—1uzx
B

CM,a: & 'on trouvera comme ci-deflus
== 2z, Or il eft vifible que C2z, CE, EF demeurent les mé-
imes pendant que C2 & P2 varient, C'eft pourquoi 'on
prendra ladifférence de cette équationen traitant 4,4,
comme conftantes, & x, y comme variables ; ce qui don-
nera zuyxxdx - aanydx — aaxxdy — aanxdy+21x'dy =o,
dans laquelle mettant pour dx fa valeur —’g(que T'on
trouve en prenant la différence de,{':dd—-xx),&en-
{uite pour yy fa valeur sz — xx, il vient enfin CE (x)
%3

= pred

Si I'on fuppofe quela courbe 4223 ne foit plusun quart
de cercle, mais une autre courbe quelconque qui ait pour
rayon de fa dévelopée au point 2 la droite 24C55 1l eft
clair *que fa perire portion A peut €tre regardée com-
me un arc de cercle décrit du centre C. D'ou il fuit que
fi 'on mene par ce centre la perpendiculaire C2 fur ie
rayon incident 21, & qu'ayant pris C‘E=§ (CP=ux,
CM=a), l'on tirc EF parallele 3 221 elle ira couper
le rayon réfléchi M au point F, ot il touche la caufti-
que AFK.

Sil'on tire par tous les points A7, m d’une ligne courbe
quelconque #4183, des lignes droites A£C, mC a un poine
fixe C de fon axe 4C, & d’autres droires M F, mh termi.
nées par la perpendiculaire CB 4 I'axe, en forte que l'an.
gle Carr=2CH, & Cmh=mCh ; & qu'il faille trouver
{ur chaque A7H le point 7 ol elle touche la courbe 47K,
formée par les interf¢@ions continuclles de ces droites

M, mh. On trouvera comme auparavant CH==-""""2

4
zx

i : d'olt l'on tire =ML kex — 5 don

la différence ( en trairant #, z comme conftantes, &x , y

comme variables) donne 2xydx — uxxydx — x*dy + ux'dy

s xxyydy 4 uxyyly — apdi==os & partant la cherchée
Zij

*Art. 76,
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e trlde— xtdy ke xxyyd) -
CE (1) ———-———L“m_wl_‘_/,“ 2% Orla nature defali.

gne 4 M B étant donnée, I'on aura une valeur dedyendx,
laquelle ¢rant fubfticuce dansl’expreffion de CE, cerce ex-
preflion fera délivrée des différences & enti¢rement con-.
nue,

Prorosrrron VIIL

Probléme.

- 209. So1r wne ligne droite indifinie AO gui air wn
commencement fixe au point Ay foit entendue une infinité de
paraboles BED, CDG gui ayent pour axe comman la droite
AO, & pour paramétres les droives AB, AC interceptées entre
le point fixe A, & lears fommets B, C. On demande la nasure
de Lz ligne AFG gqui tonche tontes ces paraboles.

Je remarque d’abord que deux quelconques de cespa-
raboles BFD),CDG fe couperont en un point D fitué en-
tre la ligne 4FG & l'axe 40 ; que 4C devenant égal &
B, lepoint d'interfc&ion D tombe fur le point touchant
F. Ceci bien entendu ,

Soi. propof¢ de mener par le point donné D une pa-
rabole qui ait la propriété marquée. Si I'on mene Pap-
pliquée DO, & qu'on nomme les données 40, #5 0D, 3
& l'inconnue 45, «; la propricté de la parabole donne-
14 AB x BO (nx —xx)==D0"(zg); & ordonnant I'éga~
lité, 'on aura xx — ux 4 zg==0. Or il eft évident que
« exprimant 405 & z, 0D ; cetee ¢galicé a deux racines
inégales, {cavoir 4 B, C.4: & qu'au contraire # exprimant
AE 3&2, EF; ACdevient égaled 4B, c’elt d dire qu'elle
a pour lors deux racines égales. Cleft pourquoi on la
multipliera par la progrellion arithmérique z, o, —7: c&

ui donne x == z; & fubftituant cette valeur 4 la place

e v, il vient Iéquation # = 2z qui doit exprimer la
nature de la ligne 4FG. D'ott 'on voit que 4FG eft unc
ligne droite faifant avec 40 'angle F.40 tel que 4E eft
eft double de £7.
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Si I'on veur réfoudre cette queftion en général, de
quelque degré que puiffent Etre les paraboles BFD, CDG 5
on fe fervira de la Méthode expliquée dans la Sétion
huitiéme, en cette forte. Nommant A £, 3 EF,%; AB, x5
Lon aura #=—=%" x n* = g"** qui exprime en général
lanature dela parabole BF, dont la différence donne (en
traitant z & Z_comme conftantes, & x comme varia-
bles) —mx 24 —=="""dx x x"+ nx"~*dx ¥t —x"=0 ;& di-
vifant par #—x"~"dx x x"~, il vient — mx + nu— 1<

=0 : d'olt lon tire x = ;3

%5 & partant z — x
” N
=5 % Mettant donc cesvaleurs & la place dex — x,

&dex dans|'équation générale ; & faifant ( pour abréger)

=1ty =¢, m+n=r, lonaura x=
Dol I'on voit que la ligne #FG ek roujours droite, fi
compofées que puiflent €tre les paraboles, n'y ayant que
1a raifon de 4E & EF qui change.

On woit clairement par ce que Lon vient dexpliguer dans
cette Séction, de quelle maniére on doit [¢ [ervir de la Meé-
thode de A" Delcartes &~ Hudde pour réfoundse ces fortes de
gueftions lorfque les Courbes [ont Géométrigues. Mais l'onvoit
aufli en méme temps quelle weft pas comparable a celle de
M. Leibnits, guej'ai taché dexpliquer afond dans ce Traité:
prifque cette dernicre donne des véfolutions générales on I'au-
tre wen fournit que de particuliéres, qu'elle s'étend anx lignes
tranfcendantes, & qu'tl weft point néceffuire diter les incom-
menfurables : ce qui [eroit trés fouvent impraticable.

FIN.

A PARLS, dePlmprimecic de J. QUiniAv, lmp. Jur, Lib, de)'Univ.



PRIVILEGE DU ROY.

Loms par lagrace de Dicu, Roy de France &de Navarre : A nos amez &
~ feaux Confaillers Jes Gens tenans nos Cours de Parlement , Materes des Rea
qulres ordinaices de notre Hotel , grand Confeil, Prevét de Paris, Baillifs , Se-
nelehux, leurs Lieutenans Cavils & autres nos Jufticiers qu'il appartiendra ,
Sarur, Nortre bien amé FRANGo1s MONTALANT, Libraire 4 Paris, %
ayant faxt remontrer quil avore acquis un Ourrage intitulé : Analyfe des In-
Simiment petiis, lequel il déficeroit faice imprimer & donner au Public; mais
comme il ne ¢ peut faire fans s’engager a une txés grande dépente, il Nous
auioit en conféuence faic tres humblement fupplier de Jui accorder nos Let~
rtes de Pravilege furce neceffaires 5 A ces caufes voulant favorablement traiter.
ledit bxpofant, & recounoitre fon zele 3 Nous procurer un Ouvrage auffi
utile pour Je Public ; & voulant le dédommager des grands frais qu'il eft obligé
e faicz pour Limpreffion dudit Ouvrage , Nous lui, avons permis & permet=
tons par ces Prefentes de faire imprimer ledit Analyfc des Infiniment Petits cn
tels Volumes, forme , marge , cara@tere , conjeintement ou (éparément , & au=
rant de fois que bon Jui femblers , & de le vendre, faire vendre & débiter par
tout notre Royaume pendant le temps de douze années confecutives, 3 com-
PEer du jour de 1a date defdites Prefentcs : Faifons d i de
quelque qualité & condition qu'elles oicnt , d’en introduire d'impreffion étran-
gere dans aucun licu de notre obéiffance ; & 3 tous Imprimeurs , Libraires &
autzes , d'imprimer , faire imprimer, vendre, faire vendre, debitcr , ni contre-
faireledic Analyle des Infiniment Ptits en tout ni ¢n partic, d'cn fairc aucuns
Extraxts fous quelque prétexte que ce foit d'augmentation,, correétion , chan=
gentent de itres ou autrement, fans le con(entement par erit dudit Expofant
oude ceux qui ausone droit de lui , 3 peine de confifcation des Exemplaires con~
trcfaits , dc fix mulle hivres damends contre chacun des contrevenans, dont un
ticrs 3 Nous, un riers 3 I'Hotel Dica de Pasis, & I'autre ticrs audie Expofant,
&dc cous dépens , dommages & intcrefts ; 3 la charge que ces Prefentes fcront
enregfteées tour au long Lur le Regiftre de la Communauté des Imprimeuts
Librairesde Paris ; & cc dans trois mois dela daice d'icelles; que Fimpreffion
dudit Livee fera faite dans notre Royaume & non ailleurs,, en bon papicr, &cn
beaux caradteres , conformément 2ux Reglemens de I Librairic ; & qu'avant
que de Pexpofer en ventc il en fera mis deux Exemplaires dans notre Bibliothe-
que publique , un danscelle de notre Chiteau du Louve, & un dans eclle de
notre trés-cher & feal Chevalicr Chancelie? de France le Sieur Voyfin, Com-
mandeur de nos Ordres, le tout a peine de nullié des Prefences : Du contenu
defquelles vous mandons & enjoignons de faicc jetir I'Expofant , ou fes ayans
caufe pleinement & pafiblement , ans fouffric quil leur foit fait aucun trouble
ou empéchement, Youlons que Ja copie defdites Pré ui fera imprimée
au commencement ou 3 la fin dudic Livre (oi tenuc pour ddement fignifice,
& qu'aux copies collationnécs par I'un de nos amez & feawx Confillers & Se-
cretaites foi (oit ajoiieée comme 3 I'Original, Commandons au premier otre
Huiffier ouSergent de faire pour Pexccution d'icclles tous Adkes requis & necel-
faires, (ans dcmander autre permiffion, & nonobftant clameur de Haro
Charte Normande & autres Lettres 3 cc contraites : Car tel oft notee plaifie.
Donnéa Verfailles le douziéme jour du mois de Décembre, Ian de grace mil
fept cens quatorze, & de notre Regne le ioixance. douziéme, Par Je Roy en fon
Confeil, FOUQUET,
Regifivé fur le Regiftre n., 3. de s Communaut! des Libyaires G Imprimenrs

de Paris page 900.1, 1134 conformiment aux Reglemens, on notamment & I'dr-
7ot du 1y douft 1703, Fait a Paris ls 25 Janvier 1715, ROBU STEL, Synd
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